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Анализа на аналитички податоци

Критериумите според кој се оценуваат мерењата и 
резултатите се диктирани од потребите на самата анализа. 
Регулаторните агенции, на пример, поставуваат строги 
критериуми поврзани со квалитетот на мерењата и резултатите 
кои се добиваат од нив. Ова е оправдано за случаи кога се 
создава протокол за различни регулативи. Од друга страна, пак, 
во органската синтеза, анализите не мора да бидат толку строго 
контролирани, и на хемичарите им се остава простор да ги 
прилагодуваат постапките.
Кога се развива и валидира една аналитичка метода, 
обично се прават три одделни разгледувања поврзани со 
експерименталната гршка.1 Прво, пред да се започне со 
анализата, се проценуваат грешките поврзани со секое мерење, 
за да се процени дали нивниот кумулативен ефект може да ја 
ограничи применливоста на анализата. Потоа, препознаените 
грешки  за кои се смета дека може да влијаат врз резултатите, се 
минимизираат. Второ, во текот на анализата, процесот на мерење 
се следи за да се обезбеди негова контрола. И трето, на крајот од 
анализата квалитетот на мерењата и резултатите се проценуваат 
и споредуваат според првично поставените критериуми. 
Оваа поглавје претставува вовед во изворите и проценката на 
грешките при аналитички мерења, во влијанието на грешката 
при мерењата врз резултатите и во статистичката анализа на 
податоци.
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4А   Карактеризирање на мерењата и на резултатите 
Да започнеме со едноставен квантитативен проблем за кој е потребно да се изведе 
мерење. Прашањето кое се поставува е – Колкава е масата на еден цент? Ако се 
размислува за експериментален одговор, може да се заклучи дека прашањето не е 
прецизно. Дали се мери масата на еден цент кој е во оптек во САД, во Канада или, 
пак, дали е воопшто битно за која држава се работи? Со оглед на тоа што составот 
на паричката може да варира од држава до држава, да се ограничиме на монети ис-
ковани во САД. Треба да се земат и други работи предвид. На пример, ковани пари 
се леат на неколку локации во САД (означено со буквата под датумот во долниот 
десен агол на лицето од монетата). Со оглед на тоа што не се очекува да постои 
разлика помеѓу монетите исковани на различни локации, овој факт се занемарува. 
Дали постои причина поради која може да се очекува дека ќе постои разлика во 
масата помеѓу новите монети кои сè уште не се пуштени во оптек и оние кои се во 
оптек? Одговорот на ова прашање не е толку очигледен. Затоа, за да се поедностави 
проблемот, прашањето се поставува на следниот начин – Колкава е просечната маса 
на еден цент коj се наоѓа во оптек во САД? На ова, може да се одговори експери-
ментално.

Добар начин за отпочнување нa анализата е да се соберат почетни податоци. Во 
табела 4.1 покажани се експериментално добиените маси на неколку центи. Гле-
дајќи во овие податоци, веднаш се гледа дека одговорот на прашањето не е толку 
едноставен. Односно, не може да се користи масата на една од овие монети, за да 
се донесе заклучок за масата на било која паричка (иако може да се заклучи дека 
паричките тежат најмалку 3 g). Сепак, овие податоци може да се опишат, доколку 
се постави мерка за интервалот во кој податоците се расејуваат околу централната 
вредност.

4А.1   Мерки за централна тенденција

Еден од начините на кој податоците во табела 4.1 може да се опишат е со претпо-
ставката дека масите на измерените монети се расеани околу некаква централна 
вредност која би можела да се смета за најдобра проценка за вистинската маса. 
Средната вредност и медијанта претставуваат вообичаени величини со кои може да 
се процени централната тенденција.

Средна вредност   Средната вредност, 
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mean
The average value of a set of data (

–
X).

4A Characterizing Measurements and Results
Let’s begin by choosing a simple quantitative problem requiring a single measure-
ment. The question to be answered is—What is the mass of a penny? If you think
about how we might answer this question experimentally, you will realize that this
problem is too broad. Are we interested in the mass of United State pennies or Cana-
dian pennies, or is the difference in country of importance? Since the composition of
a penny probably differs from country to country, let’s limit our problem to pennies
minted in the United States. There are other considerations. Pennies are minted at
several locations in the United States (this is the meaning of the letter, or absence of a
letter, below the date stamped on the lower right corner of the face of the coin).
Since there is no reason to expect a difference between where the penny was minted,
we will choose to ignore this consideration. Is there a reason to expect a difference
between a newly minted penny not yet in circulation, and a penny that has been in
circulation? The answer to this is not obvious. Let’s simplify the problem by narrow-
ing the question to—What is the mass of an average United States penny in circula-
tion? This is a problem that we might expect to be able to answer experimentally.

A good way to begin the analysis is to acquire some preliminary data. Table 4.1
shows experimentally measured masses for seven pennies from my change jar at
home. Looking at these data, it is immediately apparent that our question has no
simple answer. That is, we cannot use the mass of a single penny to draw a specific
conclusion about the mass of any other penny (although we might conclude that all
pennies weigh at least 3 g). We can, however, characterize these data by providing a
measure of the spread of the individual measurements around a central value.

4A.1 Measures of Central Tendency
One way to characterize the data in Table 4.1 is to assume that the masses of indi-
vidual pennies are scattered around a central value that provides the best estimate of
a penny’s true mass. Two common ways to report this estimate of central tendency
are the mean and the median.

Mean The mean,
–
X, is the numerical average obtained by dividing the sum of the

individual measurements by the number of measurements

where Xi is the ith measurement, and n is the number of independent measurements.

X
X

n

ii

n

= =∑ 1

Table 4.1 Masses of Seven United States
Pennies in Circulation

Penny Mass (g)

1 3.080

2 3.094

3 3.107

4 3.056

5 3.112

6 3.174

7 3.198
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, претставува нумеричка величина која се 
добива доколку сумата на индивидуалните мерења се подели со бројот на мерења-
та
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во горната равенка Xi претставува резултат од i-тото мерење, а n претставува вкуп-
ниот број на направени мерења.

средна вредност
Просечната вредност за едно 
множество од податоци  
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mean
The average value of a set of data (

–
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Табела 4.1 Маси на седум монети од еден 
цент кои се во оптек во САД

монета   	 маса g
	 1	 3,080
	 2 	 3,094
	 3 	 3,107
	 4 	 3,056
	 5 	 3,112
	 6 	 3,174
	 7 	 3,198
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Средна вредност (просечна вредност) претставува вообичаен начин за проценка 
на централната тенденција. Таа не се смета за независна величина, затоа што екс-
тремните вредности, оние кои се многу поголеми или многу помали од останатите 
податоци, можат во голема мерка да влијаат врз нејзината вредност. На пример, ако 
по грешка, масата на третата монета е запишана како 31,07 g наместо како 3,108 g, 
средната вредност ќе се промени од 3,117 g на 7,112 g.

Медијана   Медијаната, Xmed, претставува вредност која се наоѓа на средина-
та од низата кога податоците се подредени по вредност, од најмал кон најголем. 
Кога во податоците има нечифтен број на мерења, тогаш медијаната претставува 
вредност што се наоѓа на средината од низата. За чифтен број на мерења, медијан-
та претставува средна вредност помеѓу n/2 мерењето и (n/2) + 1 мерењето, каде n 
претставува бројот на мерења.

Колкава е средната вредност за податоците во табела 4.1?

РEШЕНИЕ

За да се пресмета средната вредност, прво треба да се пресмета збирот од сите 
мерења

3,080 + 3,094 + 3,107 + 3,056 + 3,112 + 3,174 + 3,198 = 21,821

и да се подели со вкупниот број на мерења
 

X = =
21 821

7
3 117, , g

Пример 4.2
Колкава е медијаната за податоците во табела 4.1?
Решение

За да се определи медијаната, треба да се подредат податоците по вредност, од 
најмал кон најголем.

3,056   3,080   3,094   3,107   3,112   3,174   3,198

Кога вкупниот број на мерења е седум, медијаната претставува четвртата вред-
ност во подреденото множество од податоци и таа изнесува 3,107.

Како што беше покажано со примерите 4.1 и 4.2, средната вредност и медијаната 
даваат слична проценка за централната тенденција кога податоците не се 
разликуваат многу. Медијаната, сепак, претставува поробусна величина за проценка 
на централната тенденција бидејќи е во помала мерка осетлива на присуството на 
екстремни вредности. На пример, доколку се направи истата грешка при запишување 
на податоците, која беше опишана за средната вредност, вредноста на медијаната ќе 
се промени од 3,107 g на 3,112 g.

4А.2 Мерки на расејување

Ако средната вредност и медијаната претставуваат мерки за централна тенденција 
на масата на монетите, тогаш расејувањето на индивидуалните мерења мора да 
претставува проценка за различноста во масите на монетите. Иако расејувањето 
често пати се дефинира во однос на некоја од мерките за централна тенденција, 
нејзината вредност е независна од мерката за централна тенденција.

медијана
Во подредено, по вредност, множество од 
податоци, медијаната го дели множеството така 
што половината од податоците се поголеми од 
медијаната (Xmed), а половината се помали.
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Промената на секое од мерењата во иста насока, со додавање или со одземање на 
една иста вредност, ја променува средната вредност или медијаната, но нема да ја 
промени вредноста на мерката за расејување.

Ранг    Рангот, w, се дефинира како разлика помеѓу најголемата и најмалата вредност 
во едно множество податоци

Ранг = w = Xнајголемо – Xнајмало

Рангот дава информација за опсегот во кој се наоѓаат мерењата во едно множество 
од податоци, но не дава никаква информација за распределбата на индивидуалните 
мерења. Рангот за податоците од табела 4.1 претставува разлика помеѓу вредностите 
3,199 g и 3,056 g. 

w = 3,199 g – 3,056 g = 0,142 g

Стандардна девијација 	 Апсолутната стандардна девијација, s, ја опишува 
расеаноста на податоците на индивидуалните мерења околу средната вредност и е 
дадена со следната равенка
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measurements in the same direction, by adding or subtracting a constant value,
changes the mean or median, but will not change the magnitude of the spread. Three
common measures of spread are range, standard deviation, and variance.

Range The range, w, is the difference between the largest and smallest values in
the data set.

Range = w = Xlargest – Xsmallest

The range provides information about the total variability in the data set, but does
not provide any information about the distribution of individual measurements.
The range for the data in Table 4.1 is the difference between 3.198 g and 3.056 g;
thus

w = 3.198 g – 3.056 g = 0.142 g

Standard Deviation The absolute standard deviation, s, describes the spread of
individual measurements about the mean and is given as

4.1

where Xi is one of n individual measurements, and 
–
X is the mean. Frequently, the

relative standard deviation, sr, is reported.

The percent relative standard deviation is obtained by multiplying sr by 100%.

EXAMPLE 4.3

What are the standard deviation, the relative standard deviation, and the
percent relative standard deviation for the data in Table 4.1?

SOLUTION

To calculate the standard deviation, we obtain the difference between the mean
value (3.117; see Example 4.1) and each measurement, square the resulting
differences, and add them to determine the sum of the squares (the numerator
of equation 4.1)

(3.080 – 3.117)2 =  (–0.037)2 = 0.00137
(3.094 – 3.117)2 = (–0.023)2 = 0.00053
(3.107 – 3.117)2 = (–0.010)2 = 0.00010
(3.056 – 3.117)2 = (–0.061)2 = 0.00372
(3.112 – 3.117)2 = (–0.005)2 = 0.00003
(3.174 – 3.117)2 = (+0.057)2 = 0.00325
(3.198 – 3.117)2 = (+0.081)2 = 0.00656

0.01556

The standard deviation is calculated by dividing the sum of the squares by
n – 1, where n is the number of measurements, and taking the square root.

s
.

=
−

=
0 01556

7 1
0 051.

s
s

X
r =

s
X X

n

ii

n

=
−

=∑ ( – )
1

2

1

standard deviation
A statistical measure of the “average”
deviation of data from the data’s mean
value (s).

range
The numerical difference between the
largest and smallest values in a data set
(w).
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во горната равенка Xi претставува резултат од i-тото мерење, а n претставува 
вкупниот број на направени мерења, а 
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deviation of data from the data’s mean
value (s).
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largest and smallest values in a data set
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 ја претставува средната вредност. Често 
пати се користи и релативната стандардна девијација sr која е дадена подолу.
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To calculate the standard deviation, we obtain the difference between the mean
value (3.117; see Example 4.1) and each measurement, square the resulting
differences, and add them to determine the sum of the squares (the numerator
of equation 4.1)

(3.080 – 3.117)2 =  (–0.037)2 = 0.00137
(3.094 – 3.117)2 = (–0.023)2 = 0.00053
(3.107 – 3.117)2 = (–0.010)2 = 0.00010
(3.056 – 3.117)2 = (–0.061)2 = 0.00372
(3.112 – 3.117)2 = (–0.005)2 = 0.00003
(3.174 – 3.117)2 = (+0.057)2 = 0.00325
(3.198 – 3.117)2 = (+0.081)2 = 0.00656

0.01556

The standard deviation is calculated by dividing the sum of the squares by
n – 1, where n is the number of measurements, and taking the square root.
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standard deviation
A statistical measure of the “average”
deviation of data from the data’s mean
value (s).

range
The numerical difference between the
largest and smallest values in a data set
(w).
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Процентот на релативна стандардна девијација се добива со множење на вредноста 
за sr со 100 %.

П
ри
м
ер Пример 4.3

Да се пресметаат стандардната девијација, релативната стандардна девија-
ција, како и процентот на релативната стандардна девијација за податоците 
во табела 4.1?
Решение

За да се пресмета стандардната девијација, потребно е да се пресмета разли-
ката помеѓу средната вредност (3,117; види пример 4.1) и секое поединечно 
мерење, да се пресмета квадратот на секоја од разликите и да се соберат раз-
ликите (броителот во равенката 4.1)

(3,080 – 3,117)2 = (–0,037)2 = 0,00137
(3,094 – 3,117)2 = (–0,023)2 = 0,00053
(3,107 – 3,117)2 = (–0,010)2 = 0,00010
(3,056 – 3,117)2 = (–0,061)2 = 0,00372
(3,112 – 3,117)2 = (–0,005)2 = 0,00003
(3,174 – 3,117)2 = (+0,057)2 = 0,00325
(3,198 – 3,117)2 = (+0,081)2 = 0,00656

Стандардната девијација се добива откако добиената сума на квадратите ќе се 
подели со n – 1, при што n претставува вкупниот број на мерења и откако ќе се 
извади квадратен корен од добиената вредност.
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measurements in the same direction, by adding or subtracting a constant value,
changes the mean or median, but will not change the magnitude of the spread. Three
common measures of spread are range, standard deviation, and variance.

Range The range, w, is the difference between the largest and smallest values in
the data set.

Range = w = Xlargest – Xsmallest

The range provides information about the total variability in the data set, but does
not provide any information about the distribution of individual measurements.
The range for the data in Table 4.1 is the difference between 3.198 g and 3.056 g;
thus

w = 3.198 g – 3.056 g = 0.142 g

Standard Deviation The absolute standard deviation, s, describes the spread of
individual measurements about the mean and is given as

4.1

where Xi is one of n individual measurements, and 
–
X is the mean. Frequently, the

relative standard deviation, sr, is reported.

The percent relative standard deviation is obtained by multiplying sr by 100%.
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ранг
Рангот претставува разлика помеѓу 
најголемата и најмалата вредност во 
множеството од податоци (w).

стандардна девијација
Статистичка мерка за „средното“ 
отстапување на податоците од средната 
вредност (s)
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Релативната стандардна девијација и процентите релативна стандардна 
девијација изнесуваат

sr = =
0 051
3 117

0 016,
,

,

sr (%) = 0,016 × 100% = 1,6%
Многу полесно е да се пресмета стандардната девијација со калкулатор, кој 
поседува напредни функции.*

П
ри
м
ер Пример 4.4

Да се пресмета варијанцата за податоците во табела 4.1
Решение

Варијанца = s2 = (0,0512) = 0,0026

Варијанца    Друга вообичаена мерка за расејување претставува квадратот од 
стандардната девијација, односно варијанцата. Инаку, почесто се користи 
стандардната девијација од варијанцата поради тоа што стандардната девијација 
поседува исти единици како и средната вредност.

4Б  Карактеризирање на експерименталната грешка
Имајќи предвид дека податоците за масата на монетите може да се карактеризираат 
со мерката за централна тенденција и со мерката за расеаност, се поставуваат две 
прашања. Прво, дали мерката за централна тенденција навистина ја претставува 
вистинската или очекуваната вредност? Второ, зошто податоците се расеани околу 
централната вредност? Грешките поврзани со мерките за централна тенденција 
ја отсликуваат точноста на анализата, а прецизноста на изведената анализа се 
определува со грешките поврзани со расеаноста на податоците.

4Б.1 Точност 

Точноста претставува мерка за тоа колку е блиска мерката за централна тенденција 
со вистинската или со очекуваната вредност μ.† Точноста обично се изразува како 
апсолутна грешка
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sr = =
0 051

3 117
0 016

.

.
.

The relative standard deviation and percent relative standard deviation are

sr (%) = 0.016 × 100% = 1.6%

It is much easier to determine the standard deviation using a scientific
calculator with built-in statistical functions.*

Variance Another common measure of spread is the square of the standard devia-
tion, or the variance. The standard deviation, rather than the variance, is usually re-
ported because the units for standard deviation are the same as that for the mean
value.

EXAMPLE 4.4

What is the variance for the data in Table 4.1?

SOLUTION

The variance is just the square of the absolute standard deviation. Using the
standard deviation found in Example 4.3 gives the variance as

Variance = s2 = (0.051)2 = 0.0026

4B Characterizing Experimental Errors
Realizing that our data for the mass of a penny can be characterized by a measure of
central tendency and a measure of spread suggests two questions. First, does our
measure of central tendency agree with the true, or expected value? Second, why are
our data scattered around the central value? Errors associated with central tendency
reflect the accuracy of the analysis, but the precision of the analysis is determined by
those errors associated with the spread.

4B.1 Accuracy
Accuracy is a measure of how close a measure of central tendency is to the true, or
expected value, µ.† Accuracy is usually expressed as either an absolute error

E = 
–
X – µ 4.2

or a percent relative error, Er.

4.3E
X

r =
−

×
µ

µ
100

*Many scientific calculators include two keys for calculating the standard deviation, only one of which corresponds to
equation 4.3. Your calculator’s manual will help you determine the appropriate key to use.
†The standard convention for representing experimental parameters is to use a Roman letter for a value calculated from
experimental data, and a Greek letter for the corresponding true value. For example, the experimentally determined
mean is –X, and its underlying true value is µ. Likewise, the standard deviation by experiment is given the symbol s, and
its underlying true value is identified as σ.

variance
The square of the standard deviation (s2).
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или како процент релативна грешка Еr.
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*Поголем број на калкулатори со напредни функции поседуваат вградени функции со кои може 
да се пресмета стандардната девијација, едно од нив одговара на равенката 4.1. Со користење на 
Прирачникот за употреба на калкулаторот, ќе може да го најдете вистинското копче.
†Според постојните конвенции, експерименталните параметри се означуваат со латинични букви, 
а буквите од грчката азбука се користат за означување на вистинските вредности. На пример, 
експериментално определената средна вредност се означува со 
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, а соодветната вистинска 
вредност се означува со μ. Слично на ова, стандардната девијација пресметана врз основа на 
експерименталните резултати се бележи со s, додека пак, вистинската се бележи со σ.

варијанца
стандардна девијација на квадрат (s2)
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определена грешка
Секоја систематска грешка која доведува 
до добивање или преголеми или премали 
резултати при мерењето; потеклото 
на определените грешки може да се 
идентификува.

грешка при земањето на примерок
Грешка која се прави во процесот на 
земањето на примерокот за анализа

хетерогени
Материјали кои немаат хомоген состав

грешки на методата
Грешки која се јавуваат како резултат на 
ограничувањата на методата која се користи 
за анализа на примероците.

грешки при мерењата
Грешки кои се резултат на ограничувања на 
опремата и инструментите кои се користат 
за изведување на мерењата.

толеранција
Максималната определена грешка при 
мерењата за опремата или за инструментите 
која е декларирана од страна на 
производителот.

Иако во равенките 4.2 и 4.3 фигурира средната вредност како мерка за централна 
тенденција, може да се користи и медијаната.

Грешките кои влијаат врз точноста на една анализа се нарекуваат определени 
и се карактеризираат со систематски отстапувања од вистинската вредност; значи 
добиените резултати за сите индивидуални мерења или се поголеми или се помали 
од вистинските. Позитивна определена грешка доведува до тоа, централната вред-
ност да биде поголема од вистинската, а негативната определена грешка доведува 
до тоа измерената централна вредност да е помала од вистинската. Двата типа на 
определени грешки, и позитивните и негативните, може да влијаат врз конечните 
резултати и со својот кумулативен ефект доведуваат до појава на вкупна позитивна 
или негативна определена грешка. Можно е понекогаш, иако не е многу веројатно, 
позитивните и негативните влијанија од определените грешки да бидат еднакви и 
на таков начин, како вкупно влијание, да се поништат односно како да не постои 
определена грешка.

Определените грешки може да се поделат на неколку категории: грешки при зе-
мање на примерокот, грешки на методите, грешки при мерењата и лични грешки.

Грешки при земање на примерокот     Определените грешки од овој тип се поја-
вуваат кога не е добиен вистински репрезентативен образец. Ова е посебно важно 
кога се земаат примероци од хетерогени материјали. На пример, проценката на 
квалитетот на водата во некое езеро ќе биде погрешна ако се земе примерок од само 
една локација која се наоѓа во близина на точкест извор на загадување, како што 
е одводот на отпадната вода од некој индустриски објект. При определувањето на 
масата на монетите од еден цент, треба да се потврди дека сите монети се од САД 
и дека во анализата нема монети од други земји. Определените грешки поврзани со 
земањето примерок може да се минимизираат со примена на посебни стратегии за 
таа намена. Оваа тема во детали е дискутирана во поглавје 7.

Грешки на методата     Определените грешки на методата се појавуваат кога 
претпоставената врската помеѓу сигналот и аналитот не е точна. Општи равенки, 
кои го поврзуваат мерениот сигнал со содржината на аналитот може да се прикажат 
на следниот начи
	 Smeas = knA + Sreag     (метода за анализа на количество)	 4.4

	 Smeas = kCA + Sreag     (метода за анализа на концентрација)	 4.5

Грешките на методата се појавува кога осетливоста, k, како и сигналот на додаде-
ните реагенси, Sreag, не се точно определени. На пример, кај методите во кои Smeas 
претставува маса на талог во кој се содржи аналитот (гравиметриска метода) се 
претпоставува дека осетливоста е дефинирана за чист талог со позната стехиоме-
трија. Доколку оваа претпоставка не е точна, тогаш ќе постои определена грешка. 
Грешките на методите кои се поврзани со осетливоста, се намалуваат со стандарди-
зација на метода, додека пак, грешките на методите кои се должат на присуството 
на реагенсите се намалуваат со подготовка на слепа проба. Поинаков е приодот кога 
ваквите интерференции се отстрануваат од аналитот со поодделно определување 
на концентрацијата на секој од реагенсите.

Грешки при мерењата     Аналитичките инструменти и опремата, како што се, 
на пример, стаклениот прибор и  вагите обично се испорачуваат со документација 
од производителот за нивната максимална грешка при мерењето, односно 
толеранција. На пример, една одмерна колба од 25 mL може да поседува максимална 
грешка од ±0,03 mL, што всушност значи дека вистинскиот волумен на одмерната 
колба изнесува помеѓу 24,97–25,03 mL. Иако оваа грешка е изразена како опсег, таа 
сепак е определена – односно одмерната колба има точно определена вредност која 
се наоѓа во наведениот опсег. Преглед на вообичаените грешки при мерењата, кај 
различни типови на аналитички прибор е даден во табелите 4.2 до 4.4.
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10–100 µLb 0,101
6,005
6,0001

200–1000 µLc 5,1002
8,00001

1–10 mLd 6,01
4,05
3,001

Precisa 160M 160 ±1 mg
A & D ER 120M 120 ±0,1 mg
Metler H54 160 ±0,01 mg

210,0600.0,1
210,0600,02
20,010,05
40,020,001
60,030,002
60,030,052
01,050,005

40,020,05
40,020,001
60,030,052
01,050,005
61,080,0001
42,021,0052
04,002,0005
06,003,00001

0,105,00002

40,020,001
60,030,052
01,050,005

Спецификациите за стаклен инвентар од класа А и класа B се земени од American Society for Testing 
and Materials E288, E542 и Е694 стандардите/

Табела 4.2     Грешки при мерењето на дел од стаклениот прибора
Грешка при мерењето за

Стаклен инвентар 
од класа B

Стаклен инвентар 
од класа AВолумен

Табела 4.3 Табела 4.4Грешки при мерењето за некои 
 типови ваги

Грешки при мерењето за одбрани 
дигитални пипети

а Единиците за волумен се исти како и за опсегот на волуменот  
   на пипетите
b Податоци за Eppendorf дигитална пипета 4710.
c Податоци за Oxford Benchmate.
d Податоци за Eppendorf Maxipetter 4720.

Тип на вага
опсег на 

волумени
Капацитет

(g)
Волумен

(mL или µLa 
Грешка при 
мерењето

Грешка при 
мерењето (±%)
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	 0,100 	 0,050 	 0,010 	 0,060 	 60,0
	 0,200 	 0,100 	 0,010 	 0,110 	 55,0
	 0,400 	 0,200 	 0,010 	 0,210 	 52,5
	 0,800 	 0,400 	 0,010 	 0,410 	 51,2
	 1,000 	 0,500 	 0,010 	 0,510 	 51,0

Табела 4.5 Влијание на константна позитивна определена грешка врз анализата на при-
мероци кои содржат 50% од аналитот  (%w/w)

Маса на 
примерокот (g)

Вистинска маса на 
аналитот (g)

Константна грешка 
(g)

Определена маса на 
аналитот (g)

Определена вредност за 
масениот удел (%w/w)

лични грешки
Грешки кои потекнуваат од вградените 
(субјективни) ставови на аналитичарот.

константна определена грешка
Определена грешка чија вредност е иста за 
сите примероци.

Стаклениот, волуметриски инвентар се категоризира во различни класи. 
Стаклениот инвентар од Класа А е произведен за да ги задоволи критериумите 
за толеранција поставени од Националниот институт за стандарди и технологија.
Нивото на толеранција кај стаклениот инвентар од класа А е многу мал, така што 
ваквиот инвентар може да се користи без дополнителна калибрација. Нивото на 
толеранција кај инвентарот од класа B обично е за два пати поголем од оној на 
инвентарот од класа А. Другите типови на стаклен инвентар, како што се ерленмаери 
и мензури не се погодни за точно одмерување на волуменот.

Определените грешки при мерењата може да се намалат со калибрација. Една 
пипета може да се калибрира, на пример, со определување на масата на водата која 
во неа може да се собере. Со користење на густината на водата може да се пресмета 
точниот волумен кој пипетата го содржи. Иако стаклениот инвентар и инструмен-
тите може да се калибрираат, не е добро да се смета дека калибрацијата ќе остане 
непроменета во текот на анализата. Кај многу инструменти, со текот на времето, се 
јавуваат отстапувања од калибрацијата. Оваа компликација може да се отстрани со 
често рекалибрирање.

Лични грешки     Изведувањето на анализите е секогаш подложно на различен ви-
дови на лични грешки, меѓу кои може да се спомнат способноста за забележување 
на промената на бојата на индикаторот кој се користи за определување на заврш-
ната точка на титрацијата; вградена грешка, како што е постојаното отчитување 
на поголемата или на помалата вредност од скалата на инструментот; неуспешна 
калибрација на стаклениот инвентар и на инструментот; како и погрешна интер-
претација на постапката според која е водена анализата. Личните грешки може да 
се минимизираат со внимателно изведување на анализите.

Идентификување на определените грешки   Не е лесно да се детектираат опре-
делените грешки. Без да се знае вистинската вредност за дадена анализа, што инаку 
е вообичаена ситуација при секоја анализа која има некакво значење, не постои 
прифатлива вредност со која експерименталниот резултат може да се спореди. Но, 
сепак постојат неколку стратегии врз основа на кои може да се открие присуството 
на определена грешка.

Некои определени грешки може да се откријат експериментално, со анализа 
на неколку примероци со различна големина. Големината на константната 
определена грешка е иста, без разлика на големината на примерокот. Според тоа, 
таа ќе биде многу позначајна при анализа на помали примероци. Присуството на 
константна определена грешка може да се открие со изведување на повеќе анализи 
врз различни количества од примерокот и при тоа треба да се следат систематските 
промени на величината која се мери. На пример, при една квантитативна анализа, 
се определува масата на аналит во матрицата. Под претпоставка дека масениот 
удел на аналитот изнесува 50,0%, при анализа на примерок со маса од 0,100 g, 
вистинската маса на аналитот изнесува 0,050 g. Во првите две колони во табела 
4.5 дадена е вистинската маса на аналитот за неколку дополнително анализирани 
проби. Доколку во текот на анализата се појавува позитивна, константна, определена 
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грешка од 0,010 g, тогаш експериментално определената маса за секој примерок ќе 
биде секогаш за 0,010 g поголема од вистинската маса (колона четири во табела 4.5). 
Определениот масен удел на аналитот, изразен во проценти, даден во последната 
колона на табела 4.5, станува поголем со намалувањето на масата на примерокот. 
На слика 4.1 покажана е зависноста на промената на масениот удел како функција 
од големината на примерокот. За позитивна константна грешка, се забележува дека 
постои изразен нагорен тренд на зголемување на масениот удел при намалување на 
количеството на примерокот.

Кај пропорционалната определена грешка, големината на грешката зависи 
од големината на примерокот. Таа потешко се детектира, бидејќи резултатот на 
анализата не зависи од големината на примерокот. Во табела 4.6 даден е пример во 
кој постои позитивна пропорционална грешка од 1,0 %, при анализа на примерок кој 
содржи 50 % аналит. Гледано преку изразите дадени со равенките 4.4 и 4.5, сигналот 
кој потекнува од реагенсите, Ѕ реагенс претставува пример за константна определена 
грешка, додека пак, врз осетливоста, k, може да влијае пропорционалната грешка.

Определените грешки може да се идентификуваат и со анализа на стандарден 
примерок кој содржи аналит во матрица слична како и матрицата на анализираниот 
примерок. Стандардните примероци може да се со различно потекло, како на при-
мер Националниот институт за стандарди и технологија (каде тие се нарекуваат 
стандардни референтни материјали) или од Американското здружение за тес-
тирање и за материјали.* На пример, на слика 4.2 прикажани се податоците кои ги 
содржи еден типичен стандарден референтен материјал. Или, примерокот може да 
се анализира со независна метода, за која се знае дека дава точни резултати, а по-
тоа добиените резултати за двете методи може да се споредат. Откако ќе се открие 
изворот на определената грешка, таа може да се отстрани. Најдобар начин за избег-
нување на грешки кои влијаат врз точноста на резултатите претставува добро дефи-
нирана постапка со која  се идентификува можното потекло на определени грешки 
во спрег со внимателна работа во лабораторијата.

Податоците во табела 4.1 се добиени со користење на 
калибрирана вага, со сертификат дека поседува толеран-
ција од ±0,002 g. Според  Министерството за  финансии 
на САД**, масата на еден цент од 1998 година изнесува 
приближно 2,5 g. Со огледа на тоа што масата на секоја 
паричка ја надминува декларираната маса, за вредност 
поголема од толеранцијата на вагата, може со сигурност 
да се заклучи дека грешката која се јавува во анализата 
не се должи на грешки поврзани со користената опрема. 
Вистинскиот извор на грешка, за овој пример, ќе биде 
дискутиран подоцна во ова исто поглавје.

пропорционална определена грешка
Определена грешка, чија вредност зависи од 
количеството на анализираниот примерок.

стандарден референтен материјал
Материјал кој може да се набави од 
Националниот институт за стандарди 
и технологија на САД и кој содржи 
сертифицирани концентрации за аналитите.

*П.П. Оригинален назив: American Society for Testing and Materials.
**П.П. Оригинален назив: Treasury Department 

	 0.200 	 0.100 	 1.00 	 0.101 	 50.5
	 0.400 	 0.200 	 1.00 	 0.202 	 50.5
	 0.600 	 0.300 	 1.00 	 0.303 	 50.5
	 0.800 	 0.400 	 1.00 	 0.404 	 50.5
	 1.000 	 0.500 	 1.00 	 0.505 	 50.5

Влијание на пропорционалната  позитивна определена грешка врз анализата 
на примерок што содржи аналит со масен удел од 50 %.  (%w/w)

Маса на 
примерокот (g)

Вистинска маса на 
аналитот (g)

Константна грешка 
(g)

Определена маса на 
аналитот (g)

Определена вредност за 
масениот удел (%w/w)

Табела 4.6
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Вештачка дождовница (SRM) 

Вештачката дождовница е направена за да помогне при анализата на кисели 
дождови и претставува стабилен хомоген материјал со две различни нивоа на 
киселост.

4B.2 Precision
Precision is a measure of the spread of data about a central value and may be ex-
pressed as the range, the standard deviation, or the variance. Precision is commonly
divided into two categories: repeatability and reproducibility. Repeatability is the
precision obtained when all measurements are made by the same analyst during a
single period of laboratory work, using the same solutions and equipment. Repro-
ducibility, on the other hand, is the precision obtained under any other set of con-
ditions, including that between analysts, or between laboratory sessions for a single
analyst. Since reproducibility includes additional sources of variability, the repro-
ducibility of an analysis can be no better than its repeatability.

Errors affecting the distribution of measurements around a central value are
called indeterminate and are characterized by a random variation in both magni-
tude and direction. Indeterminate errors need not affect the accuracy of an analy-
sis. Since indeterminate errors are randomly scattered around a central value, posi-
tive and negative errors tend to cancel, provided that enough measurements are
made. In such situations the mean or median is largely unaffected by the precision
of the analysis.

Sources of Indeterminate Error Indeterminate errors can be traced to several
sources, including the collection of samples, the manipulation of samples during
the analysis, and the making of measurements.

When collecting a sample, for instance, only a small portion of the available
material is taken, increasing the likelihood that small-scale inhomogeneities in the
sample will affect the repeatability of the analysis. Individual pennies, for example,
are expected to show variation from several sources, including the manufacturing
process, and the loss of small amounts of metal or the addition of dirt during circu-
lation. These variations are sources of indeterminate error associated with the sam-
pling process.
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SRM Type Unit of issue

2694a Simulated rainwater Set of 4: 2 of 50 mL at each of 2 levels

Constituent element parameter 2694a-I 2694a-II

pH, 25ϒC 4.30 3.60
Electrolytic Conductivity (S/cm, 25ϒC) 25.4 129.3
Acidity, meq/L 0.0544 0.283
Fluoride, mg/L 0.057 0.108
Chloride, mg/L (0.23)* (0.94)*
Nitrate, mg/L (0.53)* 7.19
Sulfate, mg/L 2.69 10.6
Sodium, mg/L 0.208 0.423
Potassium, mg/L 0.056 0.108
Ammonium, mg/L (0.12)* (1.06)*
Calcium, mg/L 0.0126 0.0364
Magnesium, mg/L 0.0242 0.0484

* Values in parentheses are not certified and are given for information only.

Figure 4.2
Analysis sheet for Simulated Rainwater (SRM
2694a). Adapted from NIST Special
Publication 260: Standard Reference
Materials Catalog 1995–96, p. 64; U.S.
Department of Commerce, Technology
Administration, National Institute of
Standards and Technology.

Simulated Rainwater (liquid form)

This SRM was developed to aid in the analysis of acidic rainwater by providing a stable,
homogeneous material at two levels of acidity.

repeatability
The precision for an analysis in which
the only source of variability is the
analysis of replicate samples.

reproducibility
The precision when comparing results
for several samples, for several analysts
or several methods.

indeterminate error
Any random error that causes some
measurements or results to be too high
while others are too low.
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* Вредностите во заградите не се сертифицирани. Дадени се само како дополнителна 
информација.

Слика 4.2 
Сертифицирани резултати од вештачка 
дождовница (SMR 2694a). Преземени 
од NIST Special Publication 260: Standard 
Reference Materials Catalog 1995–96, p. 64; 
U.S. Department of Commerce, Technology 
Administration, National Institute of 
Standards and Technology.

4Б.2 Прецизност

Прецизноста претставува мерка за расеаноста на податоците околу централната 
вредност и може да биде изразена како ранг, стандардна девијација или варијанца. 
Прецизноста обично се дели на две категории: повторливост и репродуцибилност. 
Повторливоста претставува прецизност, добиена кога сите мерења се направени од 
еден аналитичар во текот на даден период од изведување на лабораториската работа, 
со користење на исти раствори и иста лабораториска опрема. Репродуцибилноста, 
од друга страна, претставува прецизност добиена под различни услови, вклучувајќи 
работа од повеќе аналитичари, или пак етапно изведување на лабораториската 
работа, од еден аналитичар. Со оглед на тоа што репродуцибилноста вклучува повеќе 
можности за варијабилности во податоците, репродуцибилноста на податоците не 
може да биде подобра од повторливоста.

Грешките кои влијаат врз распределбата на вредностите од мерењата околу цен-
тралната вредност, се нарекуваат неопределени и се карактеризираат со случајни 
варијации во големината и во насоката. Неопределените грешки не мора да влија-
ат врз точноста на анализата. Со оглед на тоа што неопределените грешки случајно 
ги расејуваат податоците околу централната вредност, позитивните и негативните 
грешки често се поништуваат (под претпоставка дека е направен доволно голем 
број на мерења). Во вакви ситуации, прецизноста на анализата не влијае значител-
но врз средната вредност и медијаната.

Извори на неопределени грешки  Може да се набројат неколку извори 
на неопределени грешки, вклучувајќи ги тука земањето на примероците, 
манипулацијата на примероците во текот на анализата, како и изведувањето на 
мерењата.

При земање на примерок, на пример, само мал дел од материјалот се користи 
за анализа. Со тоа се зголемува можноста, малата нехомогеност во примерокот да 
влијаат на повторливоста на анализата. Секоја од паричките, на пример, се очекува 
да содржи варијации од неколку извори, вклучувајќи го тука процесот на производ-
ство, загубата на мало количество од метал или, пак, таложењето на прашина во 

повторливост
Прецизноста на анализата во која единствен 
извор на разлики во резултатите потекнува 
од анализата на паралелни  проби.

репродуцибилност
Прецизноста добиена кога се споредуваат 
резултати од анализата на паралелни проби, 
од неколку аналитичари или со неколку 
методи.

неопределена грешка
Секоја случајна грешка која предизвикува 
дел од резултатите од мерењата да бидат 
поголеми,  кога другите се помали.
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текот на употребата. Овие варијации претставуваат извори на неопределена грешка 
поврзани со процесот на земање проба.

Во текот на изведување на анализата, се појавуваат голем број на можности за 
случајни варијации при обработката на секој од примероците. При определување 
на масата на монетите, на пример, со секоја монета треба да се работи на идентичен 
начин. Чистењето на само некои од монетите може да биде извор на неопределена 
грешка.

На крај, треба да се каже дека секој уред за мерење е подложен на неопределена 
грешка, при отчитувањето на вредностите од неговата скала; особено затоа што 
последната цифра секогаш е проценета или, пак,  поради шумот што секој уред го 
поседува. На пример, ако една бирета има поделоци на секој 0,1 mL, таа во себе 
содржи неопределена грешка од ±0,01 – 0,03 mL, при проценката на волуменот на 
стоти делови од милилитарот (слика 4.3). Шумот што се јавува при отчитување од 
инструмент кој работи на струја (слика 4.4) може да се процени  доколку се снима 
сигналот на инструментот без аналит и се набљудуваат флуктуациите на сигналот 
со текот на времето.

Проценка на неопределената грешка    Иако не е можно да се елиминираат 
неопределените грешки, можно е да се намали нивното влијание, доколку е познато 
нивното потекло, како и нивните релативни интензитети. Неопределените грешки 
може да се проценат доколку се применат соодветни мерки за проценка на расеаноста 
на податоците. Вообичаено, за оваа намена се користи стандардната девијација, 
иако во некои случаи се употребуваат и други величини. Уделот од аналитичките 
инструменти и опремата може лесно да се измери или да 
се процени. Неопределената грешка која потекнува од 
аналитичарот, како што е нееднаквост во третманот на секој 
од примероците, многу е потешко да се процени.

За да се процени влијанието на неопределената грешка 
во податоците прикажани во табела 4.1, изведени се десет 
повторени мерења на масата на една монета, а резултати-
те од мерењата се прикажани во табела 4.7. Стандардната 
девијација за податоците од табела 4.1 изнесува 0,051 до-
дека, пак, за податоците во табела 4.7 таа изнесува 0,0024. 
Значително подобрата прецизност во мерењето на масата на 
одбраната монета  укажува дека прецизноста на анализата 
не е ограничена само од вагата која се користи за таа наме-
на, туку е резултат 
и на варијациите во 
масите на секоја мо-
нета.

During the analysis numerous opportunities arise for random variations in the
way individual samples are treated. In determining the mass of a penny, for exam-
ple, each penny should be handled in the same manner. Cleaning some pennies but
not cleaning others introduces an indeterminate error.

Finally, any measuring device is subject to an indeterminate error in reading its
scale, with the last digit always being an estimate subject to random fluctuations, or
background noise. For example, a buret with scale divisions every 0.1 mL has an in-
herent indeterminate error of ±0.01 – 0.03 mL when estimating the volume to the
hundredth of a milliliter (Figure 4.3). Background noise in an electrical meter (Fig-
ure 4.4) can be evaluated by recording the signal without analyte and observing the
fluctuations in the signal over time.

Evaluating Indeterminate Error Although it is impossible to eliminate indetermi-
nate error, its effect can be minimized if the sources and relative magnitudes of the
indeterminate error are known. Indeterminate errors may be estimated by an ap-
propriate measure of spread. Typically, a standard deviation is used, although in
some cases estimated values are used. The contribution from analytical instruments
and equipment are easily measured or estimated. Inde-
terminate errors introduced by the analyst, such as in-
consistencies in the treatment of individual samples,
are more difficult to estimate.

To evaluate the effect of indeterminate error on
the data in Table 4.1, ten replicate determinations of
the mass of a single penny were made, with results
shown in Table 4.7. The standard deviation for the
data in Table 4.1 is 0.051, and it is 0.0024 for the
data in Table 4.7. The significantly better precision
when determining the mass of a single penny sug-
gests that the precision of this analysis is not limited
by the balance used to measure mass, but is due to a
significant variability in the masses of individual
pennies.
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Figure 4.4
Background noise in a meter obtained by
measuring signal over time in the absence of
analyte.

Table 4.7 Replicate Determinations of the
Mass of a Single United States
Penny in Circulation

Mass
Replicate Number (g)

1 3.025

2 3.024

3 3.028

4 3.027

5 3.028

6 3.023

7 3.022

8 3.021

9 3.026

10 3.024

Figure 4.3
Close-up of buret, showing difficulty in
estimating volume. With scale divisions every
0.1 mL it is difficult to read the actual
volume to better than ±0.01 – 0.03 mL.
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31
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Слика 4.3 
Поглед, од близу, на бирета каде е 
прикажана неможноста за проценка на 
точниот волумен. Со поделба на скалата 
на секој 0,1 mL, тешко е да се отчита 
точниот волумен со проценка подобра од 
±0,01 – 0,03 mL.

Слика 4.4 
Шум на инструмент, определен при 
мерење на сигналот како функција од 
времето (во отсуство на аналит).

520,31
420,32
820,33
720,34
820,35
320,36
220,37
120,38
620,39
420,301

Табела 4.7 Определувања 
на масата на монети од еден цент, 
преку повторени мерења
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4Б.3 Грешка и несигурност

Аналитичарите прават разлика помеѓу поимите грешка и несигурност.3 Грешка 
претставува разлика помеѓу некое мерење или резултат и вистинската вредност. Со 
други зборови, грешката е мерка за вградената грешка. Како што веќе беше кажано, 
грешката може да потекнува од определени и неопределени извори. Дури и да се 
успее во отклонување на определените грешки, остануваат неопределените грешки. 
За да се утврди дали постои вградена грешка што потекнува од определени грешки, 
се користат статистички тестови за значајност, што се разгледуваат подоцна во ова 
поглавје.

Несигурноста го покажува опсегот на можни вредности од мерењето или ре-
зултатот. Се гледа дека оваа дефиниција за несигурноста е различна од дефини-
цијата за прецизност. Прецизноста за една анализа, без разлика дали е изразена 
како ранг или како стандардна девијација, се пресметува од експерименталните 
податоци и претставува мерка за неопределените грешки што се вградени во ме-
рењата. Несигурноста во себе ги вклучува обата типови на грешки, и определените 
и неопределените, што може да влијаат врз резултатите. Иако општ стремеж е да се 
намалат определените грешки, самата корекција е подложна на случајни влијанија 
или на неопределени грешки.

Илустрација на разликата помеѓу прецизноста и несигур-
носта, претставува примерот со пипета од 10 mL, А класа, 
за одмерување на волумен на некој раствор Несигурноста на 
пипетата претставува интервалот во кој се очекува дека се на-
оѓа вистинскиот волумен. Претпоставка е дека  пипетата е од 
10 mL, А класа, и се користи без калибрација. Толеранцијата 
на пипетата изнесува ± 0,02 mL (види табела 4.2) и ја пока-
жува несигурноста, бидејќи најдобрата проценка за волуме-
нот изнесува 10,00 mL ± 0,02 mL. Прецизноста се определува 
експериментално, со повеќекратна употреба на пипетата и со 
мерење на волуменот по секое ново одмерување. Во табела 
4.8 прикажани се резултатите од десет, на ваков начин, изве-
дени мерења. Добиената средна вредност изнесува 9,992 mL, 
a стандардната девијација изнесува 0,006. Оваа стандардна 
девијација ја претставува прецизноста со која може да се од-
мери волуменот на некој раствор, со пипета од 10 mL, А кла-

са. Во овој случај, несигурноста од употребата на пипетата е поголема од нејзината 
прецизност. Но податоците од табела 4.8  овозможуваат калибрација на пипетата 
на волумен од 9.992 mL. Доколку овој волумен се користи како подобра проценка 
на волуменот на пипетата, тогаш нејзината несигурност ќе изнесува ±0,006. Како 
што можеше и да се очекува, калибрирањето на пипетата овозможува да се намали 
несигурноста на мерењето.

грешка
Мерка за вградената грешка во некој резултат 
или мерење

несигурност
Опсегот на можни вредности што може да се 
добијат при некое мерење.

1 10,002 6 9,983
2 9,993 7 9,991
3 9,984 8 9,990
4 9,996 9 9,988
5 9,989 10 9,999

Експериментално определени 
волумени, со користење на пипета 
од 10 mL од А класа.

Табела 4.8

Обиди Обиди
Префрлен 
волумен

(mL)

Префрлен 
волумен

(mL)

4В   Пренесување (пропагација) на несигурноста
Од калибрацијата на пипетата (види табела 4.8), се гледа дека нејзиниот точен 
волумен изнесува 9,992 mL и дека стандардната девијација изнесува 0,006 mL. Ако 
за неколкукратна додавање реагенс во некој сад, се користи калибрираната пипета 
од 10 mL од класа А, стандардната девијација може да се користи како мерка за 
несигурноста. Оваа несигурност покажува дека со користење на пипетата за 
последователно додавање на 10 mL од некој раствор, просечниот волумен кој се 
пренесува изнесува, во просек, 9,992 mL.

Се поставува прашањето, доколку со еднократно користење на пипетата се 
пренесува 9,992 ± 0,006 mL, колкава е несигурноста доколку пипетата се користи 
два пати? За почеток, може да се претпостави дека несигурностите едноставно 
треба да се соберат, како што е покажано подолу
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(9.992 mL + 9,992 mL) ± (0,006 mL + 0,006 mL) = 19,984 ± 0,012 mL
Од овде лесно може да се види дека собирањето на несигурностите ги зголемува 

вредности за вкупната несигурност. Со собирање на несигурноста од првото и од 
второто мерење, се претпоставува дека волумените и при првото и при второто 
одмерување се или поголеми од 9,992 mL или, пак, се помали од 9,992 mL. Друга 
крајност е да се претпостави дека едното одмерување секогаш е со поголем 
волумен, а второто со помал. Во овој случај, се одземаат несигурностите за двете 
одмерувања.

(9,992 mL + 9,992 mL) ± (0,006 mL – 0,006 mL) = 19,984 ± 0,000 mL
На таков начин пресметаната несигурност излегува дека е нула.

Значи, сè уште не е позната вистинската несигурност при две последователни 
одмерувања на волуменот на раствор. Она што може да се претпостави е дека вкупната 
несигурност е поголема од ± 0,006 mL и помала од ± 0,012 mL. За да се процени 
кумулативното влијание на вкупната несигурност, се користи математичката техника 
која се нарекува пренесување на несигурноста.  Пренесувањето на несигурноста 
се темели на неколку едноставни правила кои овде нема да се изведуваат. Овие 
правила подетално се разгледани на друго место.4

4В.1 Неколку симболи

Пренесувањето на несигурноста овозможува пресметување на  несигурноста на 
пресметаните резултати врз основа на несигурностите на мерењата кои се користени 
за пресметување на резултатите. Во равенките прикажани во овој дел, резултатите 
се претставени со симболот R, а мерењата се обележани со симболите А, B, и C . 
Соодветните несигурности се претставени со sR, sА, sB, и sC. Несигурностите за А, 
B, и C може да се прикажат на повеќе начини, вклучувајќи го тука користењето на 
стандардната девијација или со интервали на доверба, но мора да се води сметка 
таа да се прикажува на ист начин за сите мерења.

4В.2 Пресметување на несигурноста при собирање и одземање

Кога резултатите од мерењата се собираат или се одземаат, апсолутната несигурност 
на резултатот претставува квадратен корен од сумата на квадратите на апсолутните 
несигурности, за индивидуалните мерења. Според тоа, за равенките R = A + B + C 
или R = A + B – C или пак за било која друга комбинација на собирање и одземање 
на A, B и C, апсолутната несигурност за R изнесува
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It is easy to see that combining uncertainties in this way overestimates the total un-
certainty. Adding the uncertainty for the first delivery to that of the second delivery
assumes that both volumes are either greater than 9.992 mL or less than 9.992 mL.
At the other extreme, we might assume that the two deliveries will always be on op-
posite sides of the pipet’s mean volume. In this case we subtract the uncertainties
for the two deliveries,

(9.992 mL + 9.992 mL) ± (0.006 mL – 0.006 mL) = 19.984 ± 0.000 mL

underestimating the total uncertainty.
So what is the total uncertainty when using this pipet to deliver two successive

volumes of solution? From the previous discussion we know that the total uncer-
tainty is greater than ±0.000 mL and less than ±0.012 mL. To estimate the cumula-
tive effect of multiple uncertainties, we use a mathematical technique known as the
propagation of uncertainty. Our treatment of the propagation of uncertainty is
based on a few simple rules that we will not derive. A more thorough treatment can
be found elsewhere.4

4C.1 A Few Symbols
Propagation of uncertainty allows us to estimate the uncertainty in a calculated re-
sult from the uncertainties of the measurements used to calculate the result. In the
equations presented in this section the result is represented by the symbol R and the
measurements by the symbols A, B, and C. The corresponding uncertainties are sR,
sA, sB, and sC. The uncertainties for A, B, and C can be reported in several ways, in-
cluding calculated standard deviations or estimated ranges, as long as the same form
is used for all measurements.

4C.2 Uncertainty When Adding or Subtracting
When measurements are added or subtracted, the absolute uncertainty in the result
is the square root of the sum of the squares of the absolute uncertainties for the in-
dividual measurements. Thus, for the equations R = A + B + C or R = A + B – C, or
any other combination of adding and subtracting A, B, and C, the absolute uncer-
tainty in R is

4.6

EXAMPLE 4.5

The class A 10-mL pipet characterized in Table 4.8 is used to deliver two
successive volumes. Calculate the absolute and relative uncertainties for the
total delivered volume.

SOLUTION

The total delivered volume is obtained by adding the volumes of each delivery;
thus

Vtot = 9.992 mL + 9.992 mL = 19.984 mL

Using the standard deviation as an estimate of uncertainty, the uncertainty in
the total delivered volume is

sR = + =( . ) ( . ) .0 006 0 006 0 00852 2

s s s sR A B C= + +2 2 2
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Пипетата од 10 mL, А класа, за која податоците се дадени во табела 4.8 се 
користи за префрлање на раствор, со две последователни одмерувања. Да се 
пресмета апсолутната и релативната несигурност, за пренесениот волумен од 
растворот.
Решение

Вкупниот волумен на растворот се пресметува со едноставно собирање на 
волумените на секое одмерување;

Vtot = 9,992 mL + 9,992 mL = 19,984 mL

Со користење на стандардната девијација, како проценка за несигурноста за 
вкупно пренесениот волумен, се добива
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It is easy to see that combining uncertainties in this way overestimates the total un-
certainty. Adding the uncertainty for the first delivery to that of the second delivery
assumes that both volumes are either greater than 9.992 mL or less than 9.992 mL.
At the other extreme, we might assume that the two deliveries will always be on op-
posite sides of the pipet’s mean volume. In this case we subtract the uncertainties
for the two deliveries,

(9.992 mL + 9.992 mL) ± (0.006 mL – 0.006 mL) = 19.984 ± 0.000 mL

underestimating the total uncertainty.
So what is the total uncertainty when using this pipet to deliver two successive

volumes of solution? From the previous discussion we know that the total uncer-
tainty is greater than ±0.000 mL and less than ±0.012 mL. To estimate the cumula-
tive effect of multiple uncertainties, we use a mathematical technique known as the
propagation of uncertainty. Our treatment of the propagation of uncertainty is
based on a few simple rules that we will not derive. A more thorough treatment can
be found elsewhere.4

4C.1 A Few Symbols
Propagation of uncertainty allows us to estimate the uncertainty in a calculated re-
sult from the uncertainties of the measurements used to calculate the result. In the
equations presented in this section the result is represented by the symbol R and the
measurements by the symbols A, B, and C. The corresponding uncertainties are sR,
sA, sB, and sC. The uncertainties for A, B, and C can be reported in several ways, in-
cluding calculated standard deviations or estimated ranges, as long as the same form
is used for all measurements.

4C.2 Uncertainty When Adding or Subtracting
When measurements are added or subtracted, the absolute uncertainty in the result
is the square root of the sum of the squares of the absolute uncertainties for the in-
dividual measurements. Thus, for the equations R = A + B + C or R = A + B – C, or
any other combination of adding and subtracting A, B, and C, the absolute uncer-
tainty in R is

4.6

EXAMPLE 4.5

The class A 10-mL pipet characterized in Table 4.8 is used to deliver two
successive volumes. Calculate the absolute and relative uncertainties for the
total delivered volume.

SOLUTION

The total delivered volume is obtained by adding the volumes of each delivery;
thus

Vtot = 9.992 mL + 9.992 mL = 19.984 mL

Using the standard deviation as an estimate of uncertainty, the uncertainty in
the total delivered volume is

sR = + =( . ) ( . ) .0 006 0 006 0 00852 2

s s s sR A B C= + +2 2 2
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Според ова, пренесениот волумен и апсолутната несигурност се прикажани 
во следната форма 19,983 ± 0,008 mL. Релативната несигурност, за вкупно 
пренесениот волумен, изнесува
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Thus, we report the volume and its absolute uncertainty as 19.984 ± 0.008 mL.
The relative uncertainty in the total delivered volume is

4C.3 Uncertainty When Multiplying or Dividing
When measurements are multiplied or divided, the relative uncertainty in the result
is the square root of the sum of the squares of the relative uncertainties for the indi-
vidual measurements. Thus, for the equations R = A × B × C or R = A × B/C, or any
other combination of multiplying and dividing A, B, and C, the relative uncertainty
in R is

4.7

EXAMPLE  4.6
The quantity of charge, Q, in coulombs passing through an electrical circuit is

Q = I × t

where I is the current in amperes and t is the time in seconds. When a current
of 0.15 ± 0.01 A passes through the circuit for 120 ± 1 s, the total charge is

Q = (0.15 A) × (120 s) = 18 C

Calculate the absolute and relative uncertainties for the total charge.

SOLUTION

Since charge is the product of current and time, its relative uncertainty is

or ±6.7%. The absolute uncertainty in the charge is

sR = R × 0.0672 = (18) × (±0.0672) = ±1.2

Thus, we report the total charge as 18 C ± 1 C.

4C.4 Uncertainty for Mixed Operations
Many chemical calculations involve a combination of adding and subtracting, and
multiply and dividing. As shown in the following example, the propagation of un-
certainty is easily calculated by treating each operation separately using equations
4.6 and 4.7 as needed.
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4В.3 Пресметување на несигурности при множење и делење

Кога мерените вредности треба да се множат или да се поделат, релативната 
несигурност во резултатите претставува квадратен корен од сумата на квадратите 
на релативните несигурности, за индивидуалните мерења. Според ова, за равенките 
R = A × B × C или R = A × B / C како и за било која друга комбинација од множење и 
делење, релативната несигурност за R се пресметува според следната равенка
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Thus, we report the volume and its absolute uncertainty as 19.984 ± 0.008 mL.
The relative uncertainty in the total delivered volume is

4C.3 Uncertainty When Multiplying or Dividing
When measurements are multiplied or divided, the relative uncertainty in the result
is the square root of the sum of the squares of the relative uncertainties for the indi-
vidual measurements. Thus, for the equations R = A × B × C or R = A × B/C, or any
other combination of multiplying and dividing A, B, and C, the relative uncertainty
in R is

4.7

EXAMPLE  4.6
The quantity of charge, Q, in coulombs passing through an electrical circuit is

Q = I × t

where I is the current in amperes and t is the time in seconds. When a current
of 0.15 ± 0.01 A passes through the circuit for 120 ± 1 s, the total charge is

Q = (0.15 A) × (120 s) = 18 C

Calculate the absolute and relative uncertainties for the total charge.

SOLUTION

Since charge is the product of current and time, its relative uncertainty is

or ±6.7%. The absolute uncertainty in the charge is

sR = R × 0.0672 = (18) × (±0.0672) = ±1.2

Thus, we report the total charge as 18 C ± 1 C.

4C.4 Uncertainty for Mixed Operations
Many chemical calculations involve a combination of adding and subtracting, and
multiply and dividing. As shown in the following example, the propagation of un-
certainty is easily calculated by treating each operation separately using equations
4.6 and 4.7 as needed.
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Количеството полнеж, Q, што поминува низ електричен круг, може да се 
пресмета според равенката

Q = I ´ t 
каде I ја претставува јачина на струјата изразена во ампери, а t претставува 
времето изразено во секунди. Кога  струја со јачина од 0,15 ± 0,01 А поминува 
низ кругот, во времетраење од 120 ± 1 s, вкупниот полнеж може да се пресмета 
на следниот начин

Q = (0,15 A) ´ (120 s) = 18 C
Да се пресмета апсолутната и релативната несигурност, за вкупниот полнеж.

Решение

Со оглед на тоа што полнежот претставува производ од јачината на струјата 
и времето, нејзината релативна несигурност може да се пресмета според 
следната равенка
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Thus, we report the volume and its absolute uncertainty as 19.984 ± 0.008 mL.
The relative uncertainty in the total delivered volume is

4C.3 Uncertainty When Multiplying or Dividing
When measurements are multiplied or divided, the relative uncertainty in the result
is the square root of the sum of the squares of the relative uncertainties for the indi-
vidual measurements. Thus, for the equations R = A × B × C or R = A × B/C, or any
other combination of multiplying and dividing A, B, and C, the relative uncertainty
in R is

4.7

EXAMPLE  4.6
The quantity of charge, Q, in coulombs passing through an electrical circuit is

Q = I × t

where I is the current in amperes and t is the time in seconds. When a current
of 0.15 ± 0.01 A passes through the circuit for 120 ± 1 s, the total charge is

Q = (0.15 A) × (120 s) = 18 C

Calculate the absolute and relative uncertainties for the total charge.

SOLUTION

Since charge is the product of current and time, its relative uncertainty is

or ±6.7%. The absolute uncertainty in the charge is

sR = R × 0.0672 = (18) × (±0.0672) = ±1.2

Thus, we report the total charge as 18 C ± 1 C.

4C.4 Uncertainty for Mixed Operations
Many chemical calculations involve a combination of adding and subtracting, and
multiply and dividing. As shown in the following example, the propagation of un-
certainty is easily calculated by treating each operation separately using equations
4.6 and 4.7 as needed.
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или изразена во проценти изнесува 6,7  %. Апсолутната несигурност при 
пресметувањето на полнежот изнесува

sR = R ´ 0,0672 = (18) ´ (±0,0672) = ±1,2
Според ова, конечниот резултат се прикажува во следната форма: 18 C ± 1 C.

,
,

,

П
ри
м
ер Пример 4.6

4В.4 Пресметување на несигурности при употреба на различни 
аритметички операции
Многу хемиски пресметки, во себе вклучуваат примена на комбинации од собирање 
и одземање со множење и делење. Како што е прикажано на следниот пример, 
несигурноста лесно се пресметува со третирање на секоја од операциите посебно и 
со примена на равенките 4.6 и 4.7.
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Кај концентрациските техники, односот помеѓу мерениот сигнал и 
концентрацијата на аналитот е дадена со равенката 4.5

Smeas = kCA + Sреагенс
Да се пресмета апсолутната и релативната несигурност за концентрацијата 
на аналитот доколку Smeas изнесува 24,37 ± 0,02, Sреагенс изнесува 0,96 ± 0,02, 
додека пак, k изнесува 0,186 ± 0,003 ppm–1.
Решение

Со преуредување на равенката 4.5 се добива
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EXAMPLE 4.7

For a concentration technique the relationship between the measured signal
and an analyte’s concentration is given by equation 4.5

Smeas = kCA + Sreag

Calculate the absolute and relative uncertainties for the analyte’s concentration
if Smeas is 24.37 ± 0.02, Sreag is 0.96 ± 0.02, and k is 0.186 ± 0.003 ppm–1.

SOLUTION

Rearranging equation 4.5 and solving for CA

gives the analyte’s concentration as 126 ppm. To estimate the uncertainty in
CA, we first determine the uncertainty for the numerator, Smeas – Sreag, using
equation 4.6

The numerator, therefore, is 23.41 ± 0.028 (note that we retain an extra
significant figure since we will use this uncertainty in further calculations). To
complete the calculation, we estimate the relative uncertainty in CA using
equation 4.7, giving

or a percent relative uncertainty of 1.6%. The absolute uncertainty in the
analyte’s concentration is

sR = (125.9 ppm) × (0.0162) = ±2.0 ppm

giving the analyte’s concentration as 126 ± 2 ppm.

4C.5 Uncertainty for Other Mathematical Functions
Many other mathematical operations are commonly used in analytical chemistry,
including powers, roots, and logarithms. Equations for the propagation of uncer-
tainty for some of these functions are shown in Table 4.9.

EXAMPLE 4.8
The pH of a solution is defined as

pH = –log[H+]

where [H+] is the molar concentration of H+. If the pH of a solution is 3.72
with an absolute uncertainty of ±0.03, what is the [H+] and its absolute
uncertainty?
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Од овде се добива концентрацијата на аналитот која изнесува 126 ppm. За да се 
процени несигурноста во CA прво се определува несигурноста во броителот 
за Smeas – Sreag, со користење на равенката 4.6
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EXAMPLE 4.7

For a concentration technique the relationship between the measured signal
and an analyte’s concentration is given by equation 4.5

Smeas = kCA + Sreag

Calculate the absolute and relative uncertainties for the analyte’s concentration
if Smeas is 24.37 ± 0.02, Sreag is 0.96 ± 0.02, and k is 0.186 ± 0.003 ppm–1.
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Rearranging equation 4.5 and solving for CA

gives the analyte’s concentration as 126 ppm. To estimate the uncertainty in
CA, we first determine the uncertainty for the numerator, Smeas – Sreag, using
equation 4.6

The numerator, therefore, is 23.41 ± 0.028 (note that we retain an extra
significant figure since we will use this uncertainty in further calculations). To
complete the calculation, we estimate the relative uncertainty in CA using
equation 4.7, giving

or a percent relative uncertainty of 1.6%. The absolute uncertainty in the
analyte’s concentration is

sR = (125.9 ppm) × (0.0162) = ±2.0 ppm

giving the analyte’s concentration as 126 ± 2 ppm.

4C.5 Uncertainty for Other Mathematical Functions
Many other mathematical operations are commonly used in analytical chemistry,
including powers, roots, and logarithms. Equations for the propagation of uncer-
tainty for some of these functions are shown in Table 4.9.

EXAMPLE 4.8
The pH of a solution is defined as

pH = –log[H+]

where [H+] is the molar concentration of H+. If the pH of a solution is 3.72
with an absolute uncertainty of ±0.03, what is the [H+] and its absolute
uncertainty?
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Според ова, во броителот е 23,41 ± 0,028 (во овој случај се задржува една цифра 
повеќе од бројот на значајни цифри, затоа што несигурноста и понатаму ќе се 
користи во пресметките). За да се завршат пресметките,  треба да се пресмета 
и релативната несигурност во CA, со користење на равенката 4.7 при што се  
добива
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EXAMPLE 4.7

For a concentration technique the relationship between the measured signal
and an analyte’s concentration is given by equation 4.5

Smeas = kCA + Sreag

Calculate the absolute and relative uncertainties for the analyte’s concentration
if Smeas is 24.37 ± 0.02, Sreag is 0.96 ± 0.02, and k is 0.186 ± 0.003 ppm–1.

SOLUTION

Rearranging equation 4.5 and solving for CA

gives the analyte’s concentration as 126 ppm. To estimate the uncertainty in
CA, we first determine the uncertainty for the numerator, Smeas – Sreag, using
equation 4.6

The numerator, therefore, is 23.41 ± 0.028 (note that we retain an extra
significant figure since we will use this uncertainty in further calculations). To
complete the calculation, we estimate the relative uncertainty in CA using
equation 4.7, giving

or a percent relative uncertainty of 1.6%. The absolute uncertainty in the
analyte’s concentration is

sR = (125.9 ppm) × (0.0162) = ±2.0 ppm

giving the analyte’s concentration as 126 ± 2 ppm.

4C.5 Uncertainty for Other Mathematical Functions
Many other mathematical operations are commonly used in analytical chemistry,
including powers, roots, and logarithms. Equations for the propagation of uncer-
tainty for some of these functions are shown in Table 4.9.
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The pH of a solution is defined as

pH = –log[H+]

where [H+] is the molar concentration of H+. If the pH of a solution is 3.72
with an absolute uncertainty of ±0.03, what is the [H+] and its absolute
uncertainty?
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или 1,6  % релативна несигурност. Апсолутната несигурност за аналитот 
изнесува
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EXAMPLE 4.7

For a concentration technique the relationship between the measured signal
and an analyte’s concentration is given by equation 4.5

Smeas = kCA + Sreag

Calculate the absolute and relative uncertainties for the analyte’s concentration
if Smeas is 24.37 ± 0.02, Sreag is 0.96 ± 0.02, and k is 0.186 ± 0.003 ppm–1.
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Rearranging equation 4.5 and solving for CA

gives the analyte’s concentration as 126 ppm. To estimate the uncertainty in
CA, we first determine the uncertainty for the numerator, Smeas – Sreag, using
equation 4.6

The numerator, therefore, is 23.41 ± 0.028 (note that we retain an extra
significant figure since we will use this uncertainty in further calculations). To
complete the calculation, we estimate the relative uncertainty in CA using
equation 4.7, giving

or a percent relative uncertainty of 1.6%. The absolute uncertainty in the
analyte’s concentration is

sR = (125.9 ppm) × (0.0162) = ±2.0 ppm

giving the analyte’s concentration as 126 ± 2 ppm.

4C.5 Uncertainty for Other Mathematical Functions
Many other mathematical operations are commonly used in analytical chemistry,
including powers, roots, and logarithms. Equations for the propagation of uncer-
tainty for some of these functions are shown in Table 4.9.

EXAMPLE 4.8
The pH of a solution is defined as

pH = –log[H+]

where [H+] is the molar concentration of H+. If the pH of a solution is 3.72
with an absolute uncertainty of ±0.03, what is the [H+] and its absolute
uncertainty?
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Според ова, за концентрацијата на аналитот се добива 126 ± 2 ppm.

,
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4В.5 Пресметување на несигурности при употреба на други 
математички функции
Во аналитичката хемија вообичаено е да се користат и други математички операции 
како што се: степенување, коренување и логаритмирање.

П
ри
м
ер Пример 4.8

pH на еден раствор е дефинирано на следниот начин

pH = –log[H+]

каде [H+] ја претставува количинската концентрација на H+. Доколку pH на 
растворот изнесува 3,72, а при тоа апсолутната грешка изнесува ±0,03 да се 
пресмета [H+] и несигурноста поврзана со оваа величина.
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Решение

Количинската концентрација на H+, за даденото pH, изнесува
[H+]=10–pH=10–3,72=1,91 ´ 10–4M 

или 1,9 × 10–4 M доколку резултатот се заокружи на две значајни цифри. Според 
табела 4.9 за релативната несигурност, за [H+] се добива

SOLUTION

The molar concentration of H+ for this pH is

[H+] = 10–pH = 10–3.72 = 1.91 × 10–4 M

or 1.9 × 10–4 M to two significant figures. From Table 4.9 the relative
uncertainty in [H+] is

and the absolute uncertainty is

(1.91 × 10–4 M) × (0.069) = 1.3 × 10–5 M

We report the [H+] and its absolute uncertainty as 1.9 (±0.1) × 10–4 M.

s

R
sR = × = × =2 303 2 303 0 03 0 069. . . .A
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Table 4.9 Propagation of Uncertainty 
for Selected Functionsa
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aThese equations assume that the measurements A and B are
uncorrelated; that is, sA is independent of sB.

4C.6 Is Calculating Uncertainty Actually Useful?
Given the complexity of determining a result’s uncertainty when several mea-
surements are involved, it is worth examining some of the reasons why such cal-
culations are useful. A propagation of uncertainty allows us to estimate an ex-
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А апсолутната несигурност изнесува
(1,91 ´ 10–4M) X (0,069)=1,3 ´ 10–5M 

Според ова, за [H+] и за нејзината апсолутна несигурност се добива 
1,9 (±0,1) × 10–4 M.

aРавенките може да се користат доколку А и B не се корелирани, 
односно доколку sA не зависи од sB.

SOLUTION

The molar concentration of H+ for this pH is

[H+] = 10–pH = 10–3.72 = 1.91 × 10–4 M

or 1.9 × 10–4 M to two significant figures. From Table 4.9 the relative
uncertainty in [H+] is

and the absolute uncertainty is

(1.91 × 10–4 M) × (0.069) = 1.3 × 10–5 M

We report the [H+] and its absolute uncertainty as 1.9 (±0.1) × 10–4 M.
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aThese equations assume that the measurements A and B are
uncorrelated; that is, sA is independent of sB.

4C.6 Is Calculating Uncertainty Actually Useful?
Given the complexity of determining a result’s uncertainty when several mea-
surements are involved, it is worth examining some of the reasons why such cal-
culations are useful. A propagation of uncertainty allows us to estimate an ex-
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Табела 4.9 Пренесување на несигурноста 
за некои функцииa

,

,

4В.6 Дали пресметувањето на несигурноста е применливо?
Oпределувањето на несигурноста e многу комплексно, кога во пресметките се вк-
лучени различни мерења, па затоа е важно да се знае зошто таквите пресметки се 
битни. Пренесувањето на несигурноста  овозможува да се процени несигурноста 
кај некоја анализа. Споредувањето на очекуваната со пресметаната несигурност 
овозможува добивање на битни информации. На пример, при определување на ма-

Функција
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сата на монетите, проценетата несигурност за масата, врз основа на толеранцијата 
на вагата, изнесуваше ±0,002 g. Доколку мерењето на масата на една монета се пов-
тори неколку пати и при тоа се добие ±0,020 g, може да се претпостави  дека нешто 
не е како што треба, при изведувањето на мерењата. Потоа треба да се  пронајде 
проблемот и да се отстрани.

Пренесувањето на несигурноста помага и во определувањето начини за подоб-
рување на несигурноста, во една анализа. Во пример 4.7,   беше пресметана кон-
центрацијата на аналитот и се доби вредност од 126 ppm со апсолутна несигурност 
од ±2 ppm и релативна несигурност од 1,6 %. Како може да се подобри анализата, 
за да се добие апсолутна несигурност од само ±2 ppm (и релативна несигурност од 
0,8%)? Доколку се погледне наназад во пресметките,  ќе се забележи дека релатив-
ната несигурност на резултатот е поврзана со релативната несигурност на мерени-
от сигнал (коригиран за вредноста на слепата проба)
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pected uncertainty for an analysis. Comparing the expected uncertainty to that
which is actually obtained can provide useful information. For example, in de-
termining the mass of a penny, we estimated the uncertainty in measuring mass
as ±0.002 g based on the balance’s tolerance. If we measure a single penny’s mass
several times and obtain a standard deviation of ±0.020 g, we would have reason
to believe that our measurement process is out of control. We would then try to
identify and correct the problem.

A propagation of uncertainty also helps in deciding how to improve the un-
certainty in an analysis. In Example 4.7, for instance, we calculated the concen-
tration of an analyte, obtaining a value of 126 ppm with an absolute uncertainty
of ±2 ppm and a relative uncertainty of 1.6%. How might we improve the analy-
sis so that the absolute uncertainty is only ±1 ppm (a relative uncertainty of
0.8%)? Looking back on the calculation, we find that the relative uncertainty is
determined by the relative uncertainty in the measured signal (corrected for the
reagent blank)

and the relative uncertainty in the method’s sensitivity, k,

Of these two terms, the sensitivity’s uncertainty dominates the total uncertainty.
Measuring the signal more carefully will not improve the overall uncertainty 
of the analysis. On the other hand, the desired improvement in uncertainty 
can be achieved if the sensitivity’s absolute uncertainty can be decreased to 
±0.0015 ppm–1.

As a final example, a propagation of uncertainty can be used to decide which
of several procedures provides the smallest overall uncertainty. Preparing a solu-
tion by diluting a stock solution can be done using several different combina-
tions of volumetric glassware. For instance, we can dilute a solution by a factor
of 10 using a 10-mL pipet and a 100-mL volumetric flask, or by using a 25-mL
pipet and a 250-mL volumetric flask. The same dilution also can be accom-
plished in two steps using a 50-mL pipet and a 100-mL volumetric flask for the
first dilution, and a 10-mL pipet and a 50-mL volumetric flask for the second di-
lution. The overall uncertainty, of course, depends on the uncertainty of the
glassware used in the dilutions. As shown in the following example, we can use
the tolerance values for volumetric glassware to determine the optimum dilution
strategy.5

EXAMPLE 4.9

Which of the following methods for preparing a 0.0010 M solution from a 
1.0 M stock solution provides the smallest overall uncertainty?

(a) A one-step dilution using a 1-mL pipet and a 1000-mL volumetric 
flask.

(b) A two-step dilution using a 20-mL pipet and a 1000-mL volumetric flask
for the first dilution and a 25-mL pipet and a 500-mL volumetric flask for
the second dilution.
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и од релативната несигурност на осетливоста на методата, k
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to believe that our measurement process is out of control. We would then try to
identify and correct the problem.

A propagation of uncertainty also helps in deciding how to improve the un-
certainty in an analysis. In Example 4.7, for instance, we calculated the concen-
tration of an analyte, obtaining a value of 126 ppm with an absolute uncertainty
of ±2 ppm and a relative uncertainty of 1.6%. How might we improve the analy-
sis so that the absolute uncertainty is only ±1 ppm (a relative uncertainty of
0.8%)? Looking back on the calculation, we find that the relative uncertainty is
determined by the relative uncertainty in the measured signal (corrected for the
reagent blank)

and the relative uncertainty in the method’s sensitivity, k,

Of these two terms, the sensitivity’s uncertainty dominates the total uncertainty.
Measuring the signal more carefully will not improve the overall uncertainty 
of the analysis. On the other hand, the desired improvement in uncertainty 
can be achieved if the sensitivity’s absolute uncertainty can be decreased to 
±0.0015 ppm–1.

As a final example, a propagation of uncertainty can be used to decide which
of several procedures provides the smallest overall uncertainty. Preparing a solu-
tion by diluting a stock solution can be done using several different combina-
tions of volumetric glassware. For instance, we can dilute a solution by a factor
of 10 using a 10-mL pipet and a 100-mL volumetric flask, or by using a 25-mL
pipet and a 250-mL volumetric flask. The same dilution also can be accom-
plished in two steps using a 50-mL pipet and a 100-mL volumetric flask for the
first dilution, and a 10-mL pipet and a 50-mL volumetric flask for the second di-
lution. The overall uncertainty, of course, depends on the uncertainty of the
glassware used in the dilutions. As shown in the following example, we can use
the tolerance values for volumetric glassware to determine the optimum dilution
strategy.5

EXAMPLE 4.9

Which of the following methods for preparing a 0.0010 M solution from a 
1.0 M stock solution provides the smallest overall uncertainty?

(a) A one-step dilution using a 1-mL pipet and a 1000-mL volumetric 
flask.

(b) A two-step dilution using a 20-mL pipet and a 1000-mL volumetric flask
for the first dilution and a 25-mL pipet and a 500-mL volumetric flask for
the second dilution.

0 003

0 186
0 016 1 6

.

.
. , . %= ± ±  or

0 028

23 41
0 0012 0 12

.

.
. , . %= ± ±  or
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Во овие два изрази, несигурноста поврзана со осетливоста на методата доминира 
во вкупната осетливост. Повнимателното мерење на сигналот нема да ја подобри 
вкупната несигурност. Од друга страна, пак, посакуваното подобрување на неси-
гурноста може да се постигне доколку апсолутната несигурност поврзана со осет-
ливоста се намали на ±0,0015 ppm.

На крајот, треба да се каже дека пренесувањето на несигурноста може да се 
искористи за да се одлучи со која од неколку користени методи се добива најмала 
несигурност во резултатите. Подготовката на некој раствор со разредување може 
да се изведе со користење на  различни типови на стаклен инвентар. На пример, 
десеткратно разредување може да се постигне користејќи пипета од 10 mL и со од-
мерна колба од 100 mL или со користење на пипета од 25 mL и со одмерна колба од 
250 mL. Истото разредување може да се постигне и во два чекора: со користење на 
пипета од 50 mL и со одмерна колба од 100 mL, a во вториот чекор со користење на 
пипета од 10 mL и одмерна колба од 50 mL. Вкупната несигурност, секако, зависи 
од несигурноста на инвентарот користен при разредувањето. Како што е покажано 
во следниот пример, вредностите за толеранцијата на стаклениот инвентар се ко-
ристат при  изборот на оптималната стратегија за разредување на растворот.

или

или

,
,

, ,

,
,

, ,

П
ри
м
ер Пример 4.9

При подготовка на 0,0010 М раствор од почетен раствор со концентрација 1,0 
М, која од следниве методи обезбедува најмала несигурност?
(а) Разредување во еден чекот со користење на пипета од 1 mL и одмерна колба 
од 1000 mL.
(б) Разредување во два чекора: со користење на пипета од 20 mL и одмерна 
колба од 1000 mL во првиот чекор, а во вториот чекор со користење на пипета 
од 25 mL и одмерна колба од 500 mL.

Решение

Со са и со сб се обележани концентрациите на растворите добиени со методата 
(а) и со методата (б). Може да се запишат следните равенки
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SOLUTION

Letting Ma and Mb represent the molarity of the final solutions from method
(a) and method (b), we can write the following equations

Using the tolerance values for pipets and volumetric flasks given in Table 4.2,
the overall uncertainties in Ma and Mb are

Since the relative uncertainty for Mb is less than that for Ma, we find that the
two-step dilution provides the smaller overall uncertainty.

4D The Distribution of Measurements and Results
An analysis, particularly a quantitative analysis, is usually performed on several
replicate samples. How do we report the result for such an experiment when results
for the replicates are scattered around a central value? To complicate matters fur-
ther, the analysis of each replicate usually requires multiple measurements that,
themselves, are scattered around a central value.

Consider, for example, the data in Table 4.1 for the mass of a penny. Reporting
only the mean is insufficient because it fails to indicate the uncertainty in measuring
a penny’s mass. Including the standard deviation, or other measure of spread, pro-
vides the necessary information about the uncertainty in measuring mass. Never-
theless, the central tendency and spread together do not provide a definitive state-
ment about a penny’s true mass. If you are not convinced that this is true, ask
yourself how obtaining the mass of an additional penny will change the mean and
standard deviation.

How we report the result of an experiment is further complicated by the need
to compare the results of different experiments. For example, Table 4.10 shows re-
sults for a second, independent experiment to determine the mass of a U.S. penny
in circulation. Although the results shown in Tables 4.1 and 4.10 are similar, they
are not identical; thus, we are justified in asking whether the results are in agree-
ment. Unfortunately, a definitive comparison between these two sets of data is not
possible based solely on their respective means and standard deviations.

Developing a meaningful method for reporting an experiment’s result requires
the ability to predict the true central value and true spread of the population under
investigation from a limited sampling of that population. In this section we will take
a quantitative look at how individual measurements and results are distributed
around a central value.
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Ма, б = са,б
Со користење на вредностите за толеранцијата за пипетите и за одмерните 
колби, дадени во табела 4.2, вкупната несигурност за Са и за Сб изнесуваат
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SOLUTION

Letting Ma and Mb represent the molarity of the final solutions from method
(a) and method (b), we can write the following equations

Using the tolerance values for pipets and volumetric flasks given in Table 4.2,
the overall uncertainties in Ma and Mb are

Since the relative uncertainty for Mb is less than that for Ma, we find that the
two-step dilution provides the smaller overall uncertainty.

4D The Distribution of Measurements and Results
An analysis, particularly a quantitative analysis, is usually performed on several
replicate samples. How do we report the result for such an experiment when results
for the replicates are scattered around a central value? To complicate matters fur-
ther, the analysis of each replicate usually requires multiple measurements that,
themselves, are scattered around a central value.

Consider, for example, the data in Table 4.1 for the mass of a penny. Reporting
only the mean is insufficient because it fails to indicate the uncertainty in measuring
a penny’s mass. Including the standard deviation, or other measure of spread, pro-
vides the necessary information about the uncertainty in measuring mass. Never-
theless, the central tendency and spread together do not provide a definitive state-
ment about a penny’s true mass. If you are not convinced that this is true, ask
yourself how obtaining the mass of an additional penny will change the mean and
standard deviation.

How we report the result of an experiment is further complicated by the need
to compare the results of different experiments. For example, Table 4.10 shows re-
sults for a second, independent experiment to determine the mass of a U.S. penny
in circulation. Although the results shown in Tables 4.1 and 4.10 are similar, they
are not identical; thus, we are justified in asking whether the results are in agree-
ment. Unfortunately, a definitive comparison between these two sets of data is not
possible based solely on their respective means and standard deviations.

Developing a meaningful method for reporting an experiment’s result requires
the ability to predict the true central value and true spread of the population under
investigation from a limited sampling of that population. In this section we will take
a quantitative look at how individual measurements and results are distributed
around a central value.

s

R

. .

s

R

. . . .

R

M

R

M







=







+







=







=







+







+







+







=

a

b

0 006

1 000

0 3

1000 0
0 006

0 03

20 00

0 03

25 00

0 2

500 0

0 3

1000 0
0 002

2 2

2 2 2 2

. .
.

. . . .
.

M

M

a

b

M
M mL

mL

M
M mL mL

mL mL

= =

= =

0 0010
1 0 1 000

1000 0

0 0010
1 0 20 00 25 00

1000 0 500 0

.
( . )( . )

.

.
( . )( . )( . )

( . )( . )

 
  

 

 
   

  

1400-CH04  9/8/99  3:54 PM  Page 70

Ма, б = са,б
Со оглед на тоа што релативната несигурност за Сб е помала од онаа за Са, 
заклучокот е дека разредувањето во два чекора доведува до помала вкупна 
несигурност во резултатот.

4Г   Распределба на мерењата и на резултатите
Една анализа, а особено квантитативна анализа, вообичаено се изведува на пара-
лелни обрасци. На каков начин ќе се презентираат резултатите од таквите експери-
менти, кога поединечните вредности се распределени околу една централна вред-
ност? За да изгледаат работите уште покомпликувани, за секоја анализа се изведу-
ваат по неколку мерења, кои, исто така, на некаков начин се распределени околу 
централната вредност.

На пример, податоците од табела 4.1, за масата на една паричка. Прикажување-
то само на средната вредност за масата на една монета не е доволно, бидејќи на 
таков начин не е прикажана несигурноста во мерењето на масата. Со вклучувањето 
на стандардната девијација или на некоја друга мерка за расејување, се добиваат 
дополнителни информации за несигурноста во измерената маса. Но, мерките за 
централна тенденција и за расеаноста на податоците не го даваат конечниот одго-
вор за вистинската маса на монетите. Ако се сомневате дека ова е точно, запрашајте 
се, во колкава мерка, мерењето на масата на уште една монета ќе влијае врз проме-
ната на средната вредност и на стандардната девијација.

Начинот на кој се претставуваат резултатите од некој експеримент дополнител-
но се комплицира од потребата за споредување на резултатите од различни експе-
рименти. На пример, во табела 4.10, прикажани се резултати од друг, независен 
експеримент, во кој се мерени масите на монети од еден цент. Иако резултатите 
презентирани во табела 4.1 и во табела 4.10 се слични, тие сепак не се идентични. 
Оттука, се поставува прашањето дали резултатите од двете анализи се во соглас-
ност. За жал, споредба на две множества од податоци, само врз основа на нивните 
средни вредности и стандардни девијации, не е можно.

Разработката на сигурна метода за претставување на резултатите од експе-
риментите треба да овозможи предвидување на вистинската средна вредност и 
вистинската стандардна девијација на популацијата, која се испитува врз основа  на 
ограничен број на примероци од таа популација. Во овој дел е  прикажано кванти-
тативно видување за тоа на каков начин индивидуалните мерења и резултатите се 
распределени околу централната вредност.

M
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250,31
141,32
380,33
380,34
840,35

–X 3,081
s 0,037

Табела 4.10 Резултати од второ определување на 
масата на монети од еден цент

монета маса
(g)

популација
Сите членови на еден систем.

образец
Членови од популацијата, кои се одвоени и 
анализирани

распределба на веројатноста
Крива која ја покажува честотата 
на појавување на членовите на една 
популација.

4Г.1 Популација и образец
Во претходниот дел, термините „популација“ и „образец“ беа воведени, во 
контекст на прикажувањето на резултатите од некој експеримент. Потребно 
е да се прави разликата помеѓу поимите популација и образец. Популација 
претставува множество од членови во системот што се проучува. Овие членови, 
кои претставуваат дел од популацијата, поседуваат квалитативни и квантитативни 
карактеристики или вредности кои се мерливи. Доколку се анализира секој член на 
популацијата, може да се определат вистинските вредности за средната вредности, 
μ, и за стандардната девијација σ.

Веројатноста за појавување на некоја вредност, P(V), е дадена со изразот

4D.1 Populations and Samples
In the previous section we introduced the terms “population” and “sample” in the
context of reporting the result of an experiment. Before continuing, we need to un-
derstand the difference between a population and a sample. A population is the set
of all objects in the system being investigated. These objects, which also are mem-
bers of the population, possess qualitative or quantitative characteristics, or values,
that can be measured. If we analyze every member of a population, we can deter-
mine the population’s true central value, µ, and spread, σ.

The probability of occurrence for a particular value, P(V), is given as

where V is the value of interest, M is the value’s frequency of occurrence in the pop-
ulation, and N is the size of the population. In determining the mass of a circulating
United States penny, for instance, the members of the population are all United
States pennies currently in circulation, while the values are the possible masses that
a penny may have.

In most circumstances, populations are so large that it is not feasible to analyze
every member of the population. This is certainly true for the population of circulating
U.S. pennies. Instead, we select and analyze a limited subset, or sample, of the popula-
tion. The data in Tables 4.1 and 4.10, for example, give results for two samples drawn
at random from the larger population of all U.S. pennies currently in circulation.

4D.2 Probability Distributions for Populations
To predict the properties of a population on the basis of a sample, it is necessary to
know something about the population’s expected distribution around its central
value. The distribution of a population can be represented by plotting the frequency
of occurrence of individual values as a function of the values themselves. Such plots
are called probability distributions. Unfortunately, we are rarely able to calculate
the exact probability distribution for a chemical system. In fact, the probability dis-
tribution can take any shape, depending on the nature of the chemical system being
investigated. Fortunately many chemical systems display one of several common
probability distributions. Two of these distributions, the binomial distribution and
the normal distribution, are discussed next.

P V
M

N
( ) =
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Table 4.10 Results for a Second
Determination of the Mass of a
United States Penny in Circulation

Penny Mass
(g)

1 3.052

2 3.141

3 3.083

4 3.083

5 3.048

–
X 3.081

s 0.037

population
All members of a system.

sample
Those members of a population that we
actually collect and analyze.

probability distribution
Plot showing frequency of occurrence
for members of a population.
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каде V претставува вредноста од интерес, M претставува фреквенцијата на нејзино 
појавување во популацијата, а N ја претставува големината на популацијата. На 
пример, при определување на масата на монетите од еден цент: популацијата ја 
претставуваат сите монети од овој тип кои се во оптек во САД, додека вредностите 
се претставени со нивните маси.

Во најголем број случаи, популацијата е толку многу голема што не е можно 
целата да се анализира. Ова, секако, е случај за популацијата од монети од еден 
цент. Наместо тоа, се одбира и се анализира само едно подмножество од податоци 
(односно образец) од популацијата. Податоците во табела 4.1 и во табела 4.10, на 
пример, содржат резултати од два обрасци, формирани со случаен избор од голема-
та популација на монети од еден цент, кои се во употреба во САД.

4Г.2 Распределба на веројатност на популацијата
За да се предвидат својствата на популацијата врз основа на еден образец, потребни се 
сознанија и за очекуваната распределба на популацијата околу централната вредност. 
Распределбата на популацијата може да се добие нанесувајќи ја фреквенцијата на 
појавување на секоја од одделните вредности како функција од самите вредности. 
Ваквите дијаграми ја опишуваат распределбата на веројатноста. За жал, ретко 
е можно да се пресмета точната распределба на веројатноста, за некој хемиски 
систем. Всушност, распределбата на веројатноста може да има било каков облик, во 
зависност од природата на испитуваниот хемиски систем. За среќа, најголемиот број 
на хемиски системи се карактеризираат со еден од неколку типови на распределби 
на веројатноста. Две од овие распределби, биномната и нормалната распределба се 
разгледуваат во следната секција.
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Биномна распределба 	 Со биномната распределба се опишува популација во 
која вредностите го покажуваат број на појавување на  одбранатa величина, во текот 
на дефиниран број на изведувања на експериментот. Математички, биномната 
распределба е дефинирана на следниот начин
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binomial distribution
Probability distribution showing chance
of obtaining one of two specific
outcomes in a fixed number of trials.

*N! is read as N-factorial and is the product N × (N – 1) × (N – 2) × . . . × 1. For example, 4! is 4 × 3 × 2 × 1, or 24.
Your calculator probably has a key for calculating factorials.

Binomial Distribution The binomial distribution describes a population in which
the values are the number of times a particular outcome occurs during a fixed num-
ber of trials. Mathematically, the binomial distribution is given as

where P(X,N) is the probability that a given outcome will occur X times during N
trials, and p is the probability that the outcome will occur in a single trial.* If you
flip a coin five times, P(2,5) gives the probability that two of the five trials will turn
up “heads.”

A binomial distribution has well-defined measures of central tendency and
spread. The true mean value, for example, is given as

µ = Np

and the true spread is given by the variance

σ2 = Np(1 – p)

or the standard deviation

The binomial distribution describes a population whose members have only
certain, discrete values. A good example of a population obeying the binomial dis-
tribution is the sampling of homogeneous materials. As shown in Example 4.10, the
binomial distribution can be used to calculate the probability of finding a particular
isotope in a molecule.

EXAMPLE 4.10
Carbon has two common isotopes, 12C and 13C, with relative isotopic
abundances of, respectively, 98.89% and 1.11%. (a) What are the mean and
standard deviation for the number of 13C atoms in a molecule of cholesterol?
(b) What is the probability of finding a molecule of cholesterol (C27H44O)
containing no atoms of 13C?

SOLUTION

The probability of finding an atom of 13C in cholesterol follows a binomial
distribution, where X is the sought for frequency of occurrence of 13C atoms, N
is the number of C atoms in a molecule of cholesterol, and p is the probability
of finding an atom of 13C.

(a) The mean number of 13C atoms in a molecule of cholesterol is

µ = Np = 27 × 0.0111 = 0.300

with a standard deviation of

(b) Since the mean is less than one atom of 13C per molecule, most 
molecules of cholesterol will not have any 13C. To calculate
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Во горната равенка P(X, N) ја претставува веројатноста дека посакуваниот резултат 
ќе се појави X пати при вкупно N изведувања на експериментот; p, пак, претставува 
веројатноста дека посакуваниот резултат ќе се појави во само едно изведување на 
експериментот. * Доколку се фрла паричка пет пати, P(2,5) ја дава веројатноста дека 
во два од пет обида, ќе се добие „глава“.
Биномната распределба овозможува добро дефинирани мерки за централната 
тенденција и за расејувањето. Вистинската средна вредност, на пример, е 
дефинирана со
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*N! is read as N-factorial and is the product N × (N – 1) × (N – 2) × . . . × 1. For example, 4! is 4 × 3 × 2 × 1, or 24.
Your calculator probably has a key for calculating factorials.

Binomial Distribution The binomial distribution describes a population in which
the values are the number of times a particular outcome occurs during a fixed num-
ber of trials. Mathematically, the binomial distribution is given as

where P(X,N) is the probability that a given outcome will occur X times during N
trials, and p is the probability that the outcome will occur in a single trial.* If you
flip a coin five times, P(2,5) gives the probability that two of the five trials will turn
up “heads.”

A binomial distribution has well-defined measures of central tendency and
spread. The true mean value, for example, is given as

µ = Np

and the true spread is given by the variance

σ2 = Np(1 – p)

or the standard deviation

The binomial distribution describes a population whose members have only
certain, discrete values. A good example of a population obeying the binomial dis-
tribution is the sampling of homogeneous materials. As shown in Example 4.10, the
binomial distribution can be used to calculate the probability of finding a particular
isotope in a molecule.

EXAMPLE 4.10
Carbon has two common isotopes, 12C and 13C, with relative isotopic
abundances of, respectively, 98.89% and 1.11%. (a) What are the mean and
standard deviation for the number of 13C atoms in a molecule of cholesterol?
(b) What is the probability of finding a molecule of cholesterol (C27H44O)
containing no atoms of 13C?
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distribution, where X is the sought for frequency of occurrence of 13C atoms, N
is the number of C atoms in a molecule of cholesterol, and p is the probability
of finding an atom of 13C.
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with a standard deviation of

(b) Since the mean is less than one atom of 13C per molecule, most 
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а мерката за расејување е дадена преку варијанцата

72 Modern Analytical Chemistry

binomial distribution
Probability distribution showing chance
of obtaining one of two specific
outcomes in a fixed number of trials.

*N! is read as N-factorial and is the product N × (N – 1) × (N – 2) × . . . × 1. For example, 4! is 4 × 3 × 2 × 1, or 24.
Your calculator probably has a key for calculating factorials.

Binomial Distribution The binomial distribution describes a population in which
the values are the number of times a particular outcome occurs during a fixed num-
ber of trials. Mathematically, the binomial distribution is given as

where P(X,N) is the probability that a given outcome will occur X times during N
trials, and p is the probability that the outcome will occur in a single trial.* If you
flip a coin five times, P(2,5) gives the probability that two of the five trials will turn
up “heads.”

A binomial distribution has well-defined measures of central tendency and
spread. The true mean value, for example, is given as

µ = Np

and the true spread is given by the variance

σ2 = Np(1 – p)

or the standard deviation

The binomial distribution describes a population whose members have only
certain, discrete values. A good example of a population obeying the binomial dis-
tribution is the sampling of homogeneous materials. As shown in Example 4.10, the
binomial distribution can be used to calculate the probability of finding a particular
isotope in a molecule.

EXAMPLE 4.10
Carbon has two common isotopes, 12C and 13C, with relative isotopic
abundances of, respectively, 98.89% and 1.11%. (a) What are the mean and
standard deviation for the number of 13C atoms in a molecule of cholesterol?
(b) What is the probability of finding a molecule of cholesterol (C27H44O)
containing no atoms of 13C?

SOLUTION

The probability of finding an atom of 13C in cholesterol follows a binomial
distribution, where X is the sought for frequency of occurrence of 13C atoms, N
is the number of C atoms in a molecule of cholesterol, and p is the probability
of finding an atom of 13C.

(a) The mean number of 13C atoms in a molecule of cholesterol is

µ = Np = 27 × 0.0111 = 0.300

with a standard deviation of

(b) Since the mean is less than one atom of 13C per molecule, most 
molecules of cholesterol will not have any 13C. To calculate

σ = − =( )( . )( . ) .27 0 0111 1 0 0111 0 172

σ = −Np p( )1

P X, N
N

X N X
p pX N X( )

!

!( )!
( )=

−
× × − −1

homogeneous
Uniform in composition.

1400-CH04  9/8/99  3:54 PM  Page 72

или стандардната девијација
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Со биномната распределба се опишуваат популации, во кои, секој од членовите е 
со определена, дискретна вредност. Добар пример за популација која се покорува 
на биномната распределба претставува добивањето образец од хомоген материјал. 
Како што е прикажано на пример 4.10, биномната распределба може да се искористи 
за пресметување на веројатноста за наоѓање на некој изотоп на молекулата.

биномна распределба
Распределба на веројатноста, која ја 
прикажува можноста за добивање на еден 
од двата можни резултати, во текот на 
дефиниран број на изведувања.

хомогени
Униформни по состав.

Јаглеродот, во природата, се среќава како изотоп 12C и 13C, со релативна 
застапеноста на секој од нив од 98,89  % и 1,11  %. (а) Колкава е средната 
вредност и стандардната девијација за 13C во молекулата на холестерол? (б) 
Колкава е веројатноста, една молекула на холестерол (C27H44O) да не содржи 
ниту еден 13C атом?

Решение

Веројатноста за наоѓање на 13C во холестеролот се покорува на биномната 
распределба. Во овој случај, X ја претставува фреквенцијата на појавување на 
13C атомот, N претставува бројот на C атоми во молекулата на холестерол, а p 
претставува веројатноста на наоѓање на 13C атом.
(а) Просечниот број (средна вредност) на 13C атоми во една молекула на 
холестерол изнесува

μ=Np=27 X 0,0111=0,300
а стандардната девијација изнесува
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(б) Со огледа на тоа што средната вредност е помала од еден 13C атоми во една 
молекула, најголемиот број од молекулите нема да имаат ниту еден 13C. За 

П
ри
м
ер Пример 4.10

*N! се чита N факториел и е дефиниран на следниот начин: N x (N–1) x (N–2) x ... x   На пример, 
4! изнесува 4 x 3 x 2 x 1, односно 24. Вашиот калкулатор веројатно поседува копче кое служи за 
пресметување на факториели.
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да се пресмета веројатноста, се заменува соодветната вредност во биномната 
равенка

the probability, we substitute appropriate values into the binomial 
equation

There is therefore a 74.0% probability that a molecule of cholesterol will
not have an atom of 13C.

A portion of the binomial distribution for atoms of 13C in cholesterol is
shown in Figure 4.5. Note in particular that there is little probability of finding
more than two atoms of 13C in any molecule of cholesterol.
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Figure 4.5
Portion of the binomial distribution for the
number of naturally occurring 13C atoms in a
molecule of cholesterol.

Normal Distribution The binomial distribution describes a population whose
members have only certain, discrete values. This is the case with the number of 13C
atoms in a molecule, which must be an integer number no greater then the number
of carbon atoms in the molecule. A molecule, for example, cannot have 2.5 atoms of
13C. Other populations are considered continuous, in that members of the popula-
tion may take on any value.

The most commonly encountered continuous distribution is the Gaussian, or
normal distribution, where the frequency of occurrence for a value, X, is given by

The shape of a normal distribution is determined by two parameters, the first of
which is the population’s central, or true mean value, µ, given as

where n is the number of members in the population. The second parameter is the
population’s variance, σ2, which is calculated using the following equation*
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normal distribution
“Bell-shaped” probability distribution
curve for measurements and results
showing the effect of random error.

*Note the difference between the equation for a population’s variance, which includes the term n in the denominator,
and the similar equation for the variance of a sample (the square of equation 4.3), which includes the term n – 1 in the
denominator. The reason for this difference is discussed later in the chapter.
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Оттука, веројатноста една молекула од холестерол да нема ниту еден 13C атом 
изнесува 74,0 %.

Дел од биномната распределба за  13C атомите во холестеролот е прикажан на 
слика 4.5. Може да се забележи дека веројатноста за наоѓање на повеќе од два  
13C атоми во некоја молекула од холестерол е многу мала.

Слика 4.5 
Делот од биномна распределба, за 
бројот на 13C атоми,  во една молекула 
холестерол.

нормална распределба
Крива на распределба во форма на ѕвоно, 
која го покажува ефектот на случајната 
грешка.кај експерименталните мерења и 
резултатите. 

Нормална распределба 	 Со биномната распределба се опишува популација чии 
објекти имаат дефинирани, дискретни вредности. Таков е случајот со бројот 13C 
атомите во некоја молекула, кој мора да биде цел број не поголем од вкупниот број 
на C атоми во молекулата. Една молекула не може, на пример, да има 2,5 13C атоми. 
Други популации се сметаат за континуирани, во смисла дека нивните членови 
може да примат било која вредност.
Најчесто употребуван тип на континуирана распределба претставува гаусовската 
или нормална распределба, каде фреквенцијата на појавување на вредноста X е 
дадена со следната равенка

the probability, we substitute appropriate values into the binomial 
equation

There is therefore a 74.0% probability that a molecule of cholesterol will
not have an atom of 13C.

A portion of the binomial distribution for atoms of 13C in cholesterol is
shown in Figure 4.5. Note in particular that there is little probability of finding
more than two atoms of 13C in any molecule of cholesterol.
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Normal Distribution The binomial distribution describes a population whose
members have only certain, discrete values. This is the case with the number of 13C
atoms in a molecule, which must be an integer number no greater then the number
of carbon atoms in the molecule. A molecule, for example, cannot have 2.5 atoms of
13C. Other populations are considered continuous, in that members of the popula-
tion may take on any value.

The most commonly encountered continuous distribution is the Gaussian, or
normal distribution, where the frequency of occurrence for a value, X, is given by

The shape of a normal distribution is determined by two parameters, the first of
which is the population’s central, or true mean value, µ, given as

where n is the number of members in the population. The second parameter is the
population’s variance, σ2, which is calculated using the following equation*
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normal distribution
“Bell-shaped” probability distribution
curve for measurements and results
showing the effect of random error.

*Note the difference between the equation for a population’s variance, which includes the term n in the denominator,
and the similar equation for the variance of a sample (the square of equation 4.3), which includes the term n – 1 in the
denominator. The reason for this difference is discussed later in the chapter.
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Изгледот на кривата на нормалната распределба е дефиниран од два параметра. 
Првиот претставува вистинската средна вредност на популацијата, μ, која е зададена 
со следното равенство

the probability, we substitute appropriate values into the binomial 
equation

There is therefore a 74.0% probability that a molecule of cholesterol will
not have an atom of 13C.

A portion of the binomial distribution for atoms of 13C in cholesterol is
shown in Figure 4.5. Note in particular that there is little probability of finding
more than two atoms of 13C in any molecule of cholesterol.
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Normal Distribution The binomial distribution describes a population whose
members have only certain, discrete values. This is the case with the number of 13C
atoms in a molecule, which must be an integer number no greater then the number
of carbon atoms in the molecule. A molecule, for example, cannot have 2.5 atoms of
13C. Other populations are considered continuous, in that members of the popula-
tion may take on any value.

The most commonly encountered continuous distribution is the Gaussian, or
normal distribution, where the frequency of occurrence for a value, X, is given by

The shape of a normal distribution is determined by two parameters, the first of
which is the population’s central, or true mean value, µ, given as

where n is the number of members in the population. The second parameter is the
population’s variance, σ2, which is calculated using the following equation*
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normal distribution
“Bell-shaped” probability distribution
curve for measurements and results
showing the effect of random error.

*Note the difference between the equation for a population’s variance, which includes the term n in the denominator,
and the similar equation for the variance of a sample (the square of equation 4.3), which includes the term n – 1 in the
denominator. The reason for this difference is discussed later in the chapter.
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каде n претставува бројот на членови во популацијата. Вториот параметар 
претставува варијанцата на популацијата, σ2, која се пресметува со следната 
равенка*

the probability, we substitute appropriate values into the binomial 
equation

There is therefore a 74.0% probability that a molecule of cholesterol will
not have an atom of 13C.

A portion of the binomial distribution for atoms of 13C in cholesterol is
shown in Figure 4.5. Note in particular that there is little probability of finding
more than two atoms of 13C in any molecule of cholesterol.
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Normal Distribution The binomial distribution describes a population whose
members have only certain, discrete values. This is the case with the number of 13C
atoms in a molecule, which must be an integer number no greater then the number
of carbon atoms in the molecule. A molecule, for example, cannot have 2.5 atoms of
13C. Other populations are considered continuous, in that members of the popula-
tion may take on any value.

The most commonly encountered continuous distribution is the Gaussian, or
normal distribution, where the frequency of occurrence for a value, X, is given by

The shape of a normal distribution is determined by two parameters, the first of
which is the population’s central, or true mean value, µ, given as

where n is the number of members in the population. The second parameter is the
population’s variance, σ2, which is calculated using the following equation*
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normal distribution
“Bell-shaped” probability distribution
curve for measurements and results
showing the effect of random error.

*Note the difference between the equation for a population’s variance, which includes the term n in the denominator,
and the similar equation for the variance of a sample (the square of equation 4.3), which includes the term n – 1 in the
denominator. The reason for this difference is discussed later in the chapter.
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*Овде треба да се спомне за разликата помеѓу равенката со која се дефинира варијанцата на попу-
лацијата, во која како именител фигурира n и на сличната равенка со која се дефинира варијанцата 
на образецот (равенка 4.3), во која во именителот фигурира n – 1. Причината поради постоењето на 
оваа разлика ќе биде дискутирана подоцна во оваа поглавје.
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Примери за нормална распределба при μ = 0 и σ2 = 25; 100 и 400 се прикажана 
на слика 4.6. Заслужуваат внимание некои од карактеристиките на овие криви на 
нормална распределба. Прво, кривата на нормална распределба поседува само еден 
максимум кој одговара на μ и распределбата е симетрична околу оваа вредност. 
Второ, зголемувањето на варијанцата на популацијата го зголемува и интервалот во 
кој вредностите се распределени, а истовремено се намалува висината на кривата. 
И за крај, со оглед на тоа што нормалната распределба зависи само од μ и од σ2, 
површината, односно веројатноста за појавување на вредноста помеѓу било кои 
две дефинирани граници определени со овие два параметри е иста за сите криви 
на нормална распределба. На пример, 68,26 % од членовите на популација која се 
покорува на нормалната распределба, се јавуваат во опсегот μ ± σ, без разлика на 
тоа колкави се вистинските вредности за μ и за σ. Како што е покажано во пример 
4.11, табелите со веројатности (додаток 1А) се  применуваат за определување на 
веројатноста за појавување во било кои определени граници. 

Слика 4.6 
Нормална распределба за (а) μ = 0 и σ2 
= 25; (б) μ = 0 и σ2 = 100; (в) μ = 0 и σ2 = 
400.

f (
x)

–50 –40 –30 –20 –10 0

(a)

10 20 30 40 50
Вредности зa x

Познато е дека количеството аспирин во таблети, од определен производител, 
се покорува на нормалната распределба и изнесува μ = 250 mg и σ2 = 25. При 
случајно одбрани примероци од производствената лента, да се определи колкав 
процент од нив ќе се очекува да содржат помеѓу 243 и 262 mg аспирин?

Решение

Нормалната распределба, за овој пример, е прикажана на слика 4.7, на која 
со затемнета површина е обележан интервалот во кој се наоѓаат примероците 
што поседуваат помеѓу 243 и 263 mg аспирин. За да се определи процентот 
на таблети што содржат количество аспирин помеѓу овие граници, прво се 
пресметува процентот на таблети со помалку од 243 mg на аспирин и процентот 
на таблети со повеќе од 262 mg аспирин. Ова се постигнува со пресметка на 
отстапувањето z на секоја гранична вредност од μ со користење на следната 
равенка
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Figure 4.6
Normal distributions for (a) µ = 0 and
σ2 = 25; (b) µ = 0 and σ2 = 100; and
(c) µ = 0 and σ2 = 400.

Examples of normal distributions with µ = 0 and σ2 = 25, 100 or 400, are
shown in Figure 4.6. Several features of these normal distributions deserve atten-
tion. First, note that each normal distribution contains a single maximum corre-
sponding to µ and that the distribution is symmetrical about this value. Second,
increasing the population’s variance increases the distribution’s spread while de-
creasing its height. Finally, because the normal distribution depends solely on µ
and σ2, the area, or probability of occurrence between any two limits defined in
terms of these parameters is the same for all normal distribution curves. For ex-
ample, 68.26% of the members in a normally distributed population have values
within the range µ ±1σ, regardless of the actual values of µ and σ. As shown in
Example 4.11, probability tables (Appendix 1A) can be used to determine the
probability of occurrence between any defined limits.

EXAMPLE 4.11
The amount of aspirin in the analgesic tablets from a particular manufacturer is
known to follow a normal distribution, with µ = 250 mg and σ2 = 25. In a
random sampling of tablets from the production line, what percentage are
expected to contain between 243 and 262 mg of aspirin?

SOLUTION

The normal distribution for this example is shown in Figure 4.7, with the
shaded area representing the percentage of tablets containing between 243 and
262 mg of aspirin. To determine the percentage of tablets between these limits,
we first determine the percentage of tablets with less than 243 mg of aspirin,
and the percentage of tablets having more than 262 mg of aspirin. This is
accomplished by calculating the deviation, z, of each limit from µ, using the
following equation

where X is the limit in question, and σ, the population standard deviation, is 5.
Thus, the deviation for the lower limit is

z
X

=
− µ
σ
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каде X претставува гранична вредност, а со σ е зададена стандардната девијација 
на популацијата, која во овој случај изнесува 5. Според ова, отстапувањето на 
долната граница изнесува

П
ри
м
ер Пример 4.11
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Figure 4.7
Normal distribution for population of
aspirin tablets with µ = 250 mg aspirin
and σ2 = 25. The shaded area shows
the percentage of tablets containing
between 243 and 262 mg of aspirin.
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and the deviation for the upper limit is

Using the table in Appendix 1A, we find that the percentage of tablets with less
than 243 mg of aspirin is 8.08%, and the percentage of tablets with more than
262 mg of aspirin is 0.82%. The percentage of tablets containing between 243
and 262 mg of aspirin is therefore

100.00% – 8.08% – 0.82 % = 91.10%

4D.3 Confidence Intervals for Populations
If we randomly select a single member from a pop-
ulation, what will be its most likely value? This is an 
important question, and, in one form or another, it is
the fundamental problem for any analysis. One of the
most important features of a population’s probability
distribution is that it provides a way to answer this
question.

Earlier we noted that 68.26% of a normally distrib-
uted population is found within the range of µ ± 1σ. Stat-
ing this another way, there is a 68.26% probability that a
member selected at random from a normally distributed
population will have a value in the interval of µ ± 1σ. In
general, we can write

Xi = µ ± zσ 4.9

where the factor z accounts for the desired level of confidence. Values reported
in this fashion are called confidence intervals. Equation 4.9, for example, is the
confidence interval for a single member of a population. Confidence intervals
can be quoted for any desired probability level, several examples of which are
shown in Table 4.11. For reasons that will be discussed later in the chapter, a
95% confidence interval frequently is reported.

zup =
−

= +
262 250

5
2 4.

z low =
−

= −
243 250

5
1 4.

Table 4.11 Confidence Intervals for Normal
Distribution Curves Between 
the Limits µ ± zσ

z Confidence Interval (%)

0.50 38.30

1.00 68.26

1.50 86.64

1.96 95.00

2.00 95.44

2.50 98.76

3.00 99.73

3.50 99.95

confidence interval
Range of results around a mean value
that could be explained by random error.
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4Г.3 Интервали на доверба за популација
Доколку се избере само еден член од една популација, која е 
најверојатната вредност што тој член ја има? Ова претставува 
многу важно прашање, а на еден или на друг начин, 
претставува фундаментален проблем на секоја анализа. 
Една од најважните карактеристики на распределбата на 
веројатноста за една популација е што со нејзина помош може 
да се најде начин за да се одговори на ова прашање.

Претходно беше кажано дека 68,26  % членови во една 
популација со нормална распределба, се наоѓаат во интервалот 
од μ ± 1σ. Поинаку кажано, за еден случајно одбран член од 
популацијата со нормална распределба, веројатноста изнесува 
68,26 % да има вредност во интервалот од μ ± 1σ. Ова може да 
се запише на следниот начин

Xi = μ ± zσ                                                   (4.9)

Во горната равенка со z e означено посакуваното ниво на доверба. Вредностите 
кои се добиваат на ваков начин се нарекуваат интервали на доверба. Равенката 
4.9, на пример, претставува интервал на доверба за еден член од популацијата. 
Интервалите на доверба може да бидат наведени за било кое ниво на доверба. 
Неколку примери се дадени во табела 4.11. Интервалите на доверба најчесто се 
презентираат за ниво на доверба од 95 %. Причините за ова ќе бидат прикажани 
подоцна во ова поглавје. 

додека отстапувањето за горната граница изнесува

Со користење на Додатокот 1А, се наоѓа дека процентот на таблети кои имаат 
помалку од 243 mg аспирин е 8,08 %, додека пак, процентот на таблети кои 
имаат повеќе од 262 mg аспирин изнесува 0,82 %. Според ова, процентот на 
таблети кои содржат помеѓу 243 и 262 mg аспирин изнесува

100,00% – 8,08% – 0,82 % = 91,10%

f

290280220 240 250 260 270210
0

0,01
0,02
0,03
0,04
0,05
0,06
0,07
0,08

230

zup = = +262 250
5

2 4,

zlow = 243 250
5

1 4,

Слика 4.7 
Нормална распределба за популацијата на 
таблети од аспирин со μ = 250 mg и σ2 = 
25. Исенчената површина го прикажува 
процентот на таблети кои содржат помеѓу 
243 и 262 mg аспирин.

03,8305,0
62,8600,1
46,6805,1
00,5969,1
44,5900,2
67,8905,2
37,9900,3
59,9905,3

Табела 4.11 Интервали на доверба за крива на 
номална распределба во границите на

z Интервали на доверба

интервал на доверба
Опсег на резултати околу средната вредност 
како резултат на случајни грешки.
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Да се пресмета интервалот на доверба, при ниво на доверба од 95%, за 
количеството на аспирин во една таблетка, одбрана од популација во која 
μ изнесува 250 mg, а σ2 изнесува 25.

Решение

Според табела 4.11, интервалот на доверба, при ниво на доверба од 95 %, за 
одбраната таблета од популацијата изнесува
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EXAMPLE 4.12
What is the 95% confidence interval for the amount of aspirin in a single
analgesic tablet drawn from a population where µ is 250 mg and σ2 is 25?

SOLUTION

According to Table 4.11, the 95% confidence interval for a single member of a
normally distributed population is

Xi = µ ± 1.96σ = 250 mg ± (1.96)(5) = 250 mg ± 10 mg

Thus, we expect that 95% of the tablets in the population contain between 240
and 260 mg of aspirin.

Alternatively, a confidence interval can be expressed in terms of the popula-
tion’s standard deviation and the value of a single member drawn from the popu-
lation. Thus, equation 4.9 can be rewritten as a confidence interval for the popula-
tion mean

µ = Xi ± zσ 4.10

EXAMPLE 4.13

The population standard deviation for the amount of aspirin in a batch of
analgesic tablets is known to be 7 mg of aspirin. A single tablet is randomly
selected, analyzed, and found to contain 245 mg of aspirin. What is the 95%
confidence interval for the population mean?

SOLUTION

The 95% confidence interval for the population mean is given as

µ = Xi ± zσ = 245 ± (1.96)(7) = 245 mg ± 14 mg

There is, therefore, a 95% probability that the population’s mean, µ, lies within
the range of 231–259 mg of aspirin.

Confidence intervals also can be reported using the mean for a sample of size n,
drawn from a population of known σ. The standard deviation for the mean value,
σ –

X, which also is known as the standard error of the mean, is

The confidence interval for the population’s mean, therefore, is

4.11µ
σ

= ±X
z

n

σ
σ

X
n

=
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Според ова, се очекува дека 95 % од таблетите во популацијата ќе содржат 
помеѓу 240 и 260 mg аспирин.

На поинаков начин, интервалите на доверба може да се изразат и со користење 
на стандардната девијација на популацијата и од вредноста на еден член 
од популацијата. Според ова, равенката 4.9 може да се преформулира како 
интервал на доверба за средната вредност на популацијата
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Во производството на аналгетик, стандардната девијација за количеството 
на аспирин изнесува 7 mg. Случајно се одбира една таблета, се анализира 
и најдено е дека таа содржи 245 mg аспирин. Да се пресмета интервалот на 
доверба за средната вредност на популацијата, при ниво на доверба од 95 %.

Решение

Интервалот на доверба, за ниво на доверба од 95 %, за средната вредност на 
популацијата се пресметува на следниот начин
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Според ова, со веројатност од 95% може да се тврди дека средната вредност на 
популацијата, μ, се наоѓа во интервалот од 231 до 259 mg.

Интервалите на доверба може да се проценат и врз основа на пресметаната 
средна вредност за еден образец кој содржи n примероци, селектирани од 
популацијата со позната σ . Стандардната девијација на средната вредност, 
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, која се нарекува и стандардна грешка на средната вредност, се пресметува 
на следниот начин
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Интервалот на доверба, за средната вредност на популацијата, во овој случај 
изнесува

76 Modern Analytical Chemistry
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Да се пресмета интервалот на доверба, при ниво на доверба од 95  %, за 
таблетите кои се опишани во пример 4.13, доколку при анализата на пет 
таблети за содржината на аспирин се добива средна вредност од 245 mg.

Решение

Интервалот на доверба, во овој случај, се пресметува на следниот начин
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EXAMPLE 4.14

What is the 95% confidence interval for the analgesic tablets described in
Example 4.13, if an analysis of five tablets yields a mean of 245 mg of aspirin?

SOLUTION

In this case the confidence interval is given as

Thus, there is a 95% probability that the population’s mean is between 239 and
251 mg of aspirin. As expected, the confidence interval based on the mean of
five members of the population is smaller than that based on a single member.

4D.4 Probability Distributions for Samples
In Section 4D.2 we introduced two probability distributions commonly encoun-
tered when studying populations. The construction of confidence intervals for a
normally distributed population was the subject of Section 4D.3. We have yet to ad-
dress, however, how we can identify the probability distribution for a given popula-
tion. In Examples 4.11–4.14 we assumed that the amount of aspirin in analgesic
tablets is normally distributed. We are justified in asking how this can be deter-
mined without analyzing every member of the population. When we cannot study
the whole population, or when we cannot predict the mathematical form of a popu-
lation’s probability distribution, we must deduce the distribution from a limited
sampling of its members.

Sample Distributions and the Central Limit Theorem Let’s return to the problem
of determining a penny’s mass to explore the relationship between a population’s
distribution and the distribution of samples drawn from that population. The data
shown in Tables 4.1 and 4.10 are insufficient for our purpose because they are not
large enough to give a useful picture of their respective probability distributions. A
better picture of the probability distribution requires a larger sample, such as that
shown in Table 4.12, for which  

–
X is 3.095 and s2 is 0.0012.

The data in Table 4.12 are best displayed as a histogram, in which the fre-
quency of occurrence for equal intervals of data is plotted versus the midpoint of
each interval. Table 4.13 and Figure 4.8 show a frequency table and histogram for
the data in Table 4.12. Note that the histogram was constructed such that the mean
value for the data set is centered within its interval. In addition, a normal distribu-
tion curve using  

–
X and s2 to estimate µ and σ2 is superimposed on the histogram.

It is noteworthy that the histogram in Figure 4.8 approximates the normal dis-
tribution curve. Although the histogram for the mass of pennies is not perfectly
symmetrical, it is roughly symmetrical about the interval containing the greatest
number of pennies. In addition, we know from Table 4.11 that 68.26%, 95.44%,
and 99.73% of the members of a normally distributed population are within, re-
spectively, ±1σ, ±2σ, and ±3σ. If we assume that the mean value, 3.095 g, and the
sample variance, 0.0012, are good approximations for µ and σ2, we find that 73%,

µ = ± = ±245
1 96 7

5
245 6

( . )( )
  mg mg

histogram
A plot showing the number of times an
observation occurs as a function of the
range of observed values.
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Според тоа, при ниво на доверба од 95%, средната вредност за содржината на 
аспирин во популацијата се наоѓа помеѓу 239 и 251 mg. Како што можеше да се 
очекува, интервалот на доверба кој е пресметан врз основа на средната вредност 
добиена од пет мерења е помал од оној добиен врз основа на само едно мерење.

П
ри
м
ер Пример 4.14

4Г.4 Веројатноста на распределба, за обрасци
Во секцијата 4Г.2 се разгледуваат двете најчести распределба на веројатностите, 
при испитување на некоја популација. Формирањето на интервали на доверба, 
за популација која се покорува на нормалната распределба, беше разгледувано 
во 4Г.3. Сепак, треба да се најде начин за идентифицирање на распределбата 
на веројатностите, за дадена популација. Во примерите од 4.11 до 4.14, беше 
претпоставено дека концентрацијата на аспиринот е со нормална распределба. 
Но, останува прашањето колку е оваа одлука оправдана без да се анализира секој 
член во популацијата. Кога не е можно анализирање на целата популација, или 
кога не е можно да се предвиди математичкиот облик на распределбата, за обликот 
на распределбата се носи одлука врз основа на ограничен број на примероци во 
образецот.

Распределба на образецот и централна гранична теорема  Односот помеѓу 
распределбата на популацијата и распределбата во образецот добиен од таа 
популација може да се разгледува користејќи го стариот пример со определувањето 
на масата на монетите. За оваа цел, податоците прикажани во табела 4.1 и табела 
4.10 не се доволни, затоа што обрасците не се доволно големи за да дадат доволно 
добра слика за распределбата. За да се добие подобра слика за распределбата, 
потребен е поголем образец, како оној прикажан во табела 4.12 за кој  изнесува 
3,095 и s2 изнесува 0,0012.

Податоците во табела 4.12 најдобро е да се прикажат во форма на хистограм, 
во кој фреквенцијата за појавување на податоците во дадените интервали за 
вредностите се прикажана како функција од централната вредност, за секој од 
интервалите. На табела 4.13 и на слика 4.8 прикажани се, соодветно, фреквенциите 
и хистограмот за податоците од табела 4.12. При конструирање на хистограмот, 
водено е сметка средната вредност да се најде на средината на интервалот во кој 
се наоѓаат податоците. Потоа, на истата слика нацртана е и кривата на нормална 
распределба со користење на, , и на, s2, како проценети вредности за μ и за σ2.

Може да се каже дека хистограмот на слика 4.8 приближно ја следи кривата 
на нормална распределба. Иако хистограмот за масата на измерените монети не е 
совршен, тој приближно е симетричен околу интервалот во кој се наоѓаат монетите 
со најголема маса. Покрај ова, од табела 4.11 се знае дека 68,26%; 95,44% и 99,73% 
од сите членови на една популација со нормална распределба, се наоѓаат во 
интервалите ±1σ, ±2σ и ±3σ. Доколку се претпостави дека средна вредност од 3,095 
и варијанца од 0,0012 претставуваат добра апроксимација за μ и за σ2, се добива дека 

хистограм
График на кој се гледа бројот на појавувања 
на мерената величина како функција од 
интервалите на набљудуваните вредности.
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2900,3–199,2
0820,3–010,3
4740,3–920,3
91660,3–840,3
51580,3–760,3
32401,3–680,3
91321,3–501,3
21241,3–421,3
31161,3–341,3
1081,3–261,3
2991,3–181,3

1 3,126 26 3,073 51 3,101 76 3,086
2 3,140 27 3,084 52 3,049 77 3,123
3 3,092 28 3,148 53 3,082 78 3,115
4 3,095 29 3,047 54 3,142 79 3,055
5 3,080 30 3,121 55 3,082 80 3,057
6 3,065 31 3,116 56 3,066 81 3,097
7 3,117 32 3,005 57 3,128 82 3,066
8 3,034 33 3,115 58 3,112 83 3,113
9 3,126 34 3,103 59 3,085 84 3,102
10 3,057 35 3,086 60 3,086 85 3,033
11 3,053 36 3,103 61 3,084 86 3,112
12 3,099 37 3,049 62 3,104 87 3,103
13 3,065 38 2,998 63 3,107 88 3,198
14 3,059 39 3,063 64 3,093 89 3,103
15 3,068 40 3,055 65 3,126 90 3,126
16 3,060 41 3,181 66 3,138 91 3,111
17 3,078 42 3,108 67 3,131 92 3,126
18 3,125 43 3,114 68 3,120 93 3,052
19 3,090 44 3,121 69 3,100 94 3,113
20 3,100 45 3,105 70 3,099 95 3,085
21 3,055 46 3,078 71 3,097 96 3,117
22 3,105 47 3,147 72 3,091 97 3,142
23 3,063 48 3,104 73 3,077 98 3,031
24 3,083 49 3,146 74 3,178 99 3,083
25 3,065 50 3,095 75 3,054 100 3,104

Распределба на податоците 
од Табела 4.12

Маси на мерените монети од еден цент кои се во 
оптег во САД – голем образецa.

Интервал

Монета	 Монета	 Монета	 Монета	Маса
g

Маса
g

Маса
g

Маса
g

фреквенција

Tабела 4.13

Tабела 4.12

аМонетите се подредени според редоследот по кои тие биле мерени.
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масите на 74%, 95% и 100% од монетите се наоѓаат во овие интервали. Не е тешко 
да се претпостави дека зголемувањето на бројот на монети во образецот ќе доведе 
до уште подобро сложување на хистограмот со кривата на нормална распределба.

Овде не е даден формален доказ за тоа дека образецот од монети од табела 4.12 
и популацијата од која тој образец е формиран, поседуваат нормална распределба. 
Но, доказите кои досега се прикажани сугерираат дека е навистина така. Иако не 
може да се тврди дека резултатите од сите аналитички експерименти се покоруваат 
на нормалната распределба, податоците кои се добиваат во лабораторија, најчесто 
претставуваат дел од популација која поседува нормална распределба. Ова, во 
општ случај е вистинито и претставува последица од т.н. централната гранична 
теорема.6 Според оваа теорема, во еден систем во кој постојат повеќе извори на 
неопределени грешки, распределбата на резултатите ќе биде приближно нормална. 
Понатаму, колку е поголем бројот на извори на неопределени грешки, распределбата 
на резултатите е толку поблиска до нормалната распределба. Централната 
гранична теорема важи дури и ако поединечните извори на неопределена грешка 
не се покоруваат на нормалната распределба. Главно ограничување на централната 
гранична теорема претставува тоа што неопределените извори на грешка мора 
да бидат независни и со сличен интензитет, така што ниту еден од нив да нема 
доминантен удел во конечната распределба.

Проценка на μ и на σ2  При споредбата на хистограмот за податоците од 
табела 4.12 со кривата на нормална распределба, претпоставка беше дека средната 
вредност на образецот, , и варијанцата на образецот, s2, претставуваат добра 
проценка за средната вредност на популацијата, μ  и за варијанцата на образецот 
σ2.7,8 Зошто се одбрани токму   и s2 како мерки за централна тенденција и за 
расеаност на податоците? Одговорот е едноставен: Затоа што тие претставуваат 
најдобра проценка за μ  и за σ2. Ако е можно да се анализира секој примерок со иста 
големина од една популација (на пр. секој можен примерок од паричка) нивната 
средна вредност и варијанцата ќе бидат исти со μ  и σ2. Иако   и s2 за еден образец, 
најверојатно нема да бидат идентични со μ и σ2, тие претставуваат задоволително 
добра проценка за овие вредности.
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Слика 4.8 
Хистограм за податоците прикажани 
во табела 4.12. Кривата на нормална 
распределба за податоците, конструирана 
со   и s2 е исцртана на истиот график.

централна гранична теорема
Распределбата на мерењата, кои се 
подложни на неопределена грешка, често 
пати, е со нормална распределба.

Figure 4.8
Histogram for data in Table 4.12. A normal
distribution curve for the data, based on –X
and s2, is superimposed on the histogram.

95%, and 100% of the pennies fall within these limits. It is easy to imagine that in-
creasing the number of pennies in the sample will result in a histogram that even
more closely approximates a normal distribution.

We will not offer a formal proof that the sample of pennies in Table 4.12
and the population from which they were drawn are normally distributed; how-
ever, the evidence we have seen strongly suggests that this is true. Although we
cannot claim that the results for all analytical experiments are normally distrib-
uted, in most cases the data we collect in the laboratory are, in fact, drawn from
a normally distributed population. That this is generally true is a consequence of
the central limit theorem.6 According to this theorem, in systems subject to a
variety of indeterminate errors, the distribution of results will be approximately
normal. Furthermore, as the number of contributing sources of indeterminate
error increases, the results come even closer to approximating a normal distribu-
tion. The central limit theorem holds true even if the individual sources of in-
determinate error are not normally distributed. The chief limitation to the 
central limit theorem is that the sources of indeterminate error must be indepen-
dent and of similar magnitude so that no one source of error dominates the final
distribution.

Estimating µ and σ2 Our comparison of the histogram for the data in Table 4.12
to a normal distribution assumes that the sample’s mean,

–
X, and variance, s2, are

appropriate estimators of the population’s mean, µ, and variance, σ2. Why did we
select 

–
X and s2, as opposed to other possible measures of central tendency and

spread? The explanation is simple;  
–
X and s2 are considered unbiased estimators of µ

and σ2.7,8 If we could analyze every possible sample of equal size for a given popula-
tion (e.g., every possible sample of five pennies), calculating their respective means
and variances, the average mean and the average variance would equal µ and σ2. Al-
though  

–
X and s2 for any single sample probably will not be the same as µ or σ2, they

provide a reasonable estimate for these values.
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central limit theorem
The distribution of measurements
subject to indeterminate errors is often a
normal distribution.
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Да се пресмета интервалот на доверба за податоците од табела 4.1, за ниво на 
доверба од 95%.

Решение

Средната вредност и стандардната девијација на образецот изнесуваат 3,117 
g и 0,051 g, соодветно. Образецот се состои од седум мерења, значи бројот 

П
ри
м
ер Пример 4.15

Степени на слобода  За разлика од варијанцата на популацијата, при пресметување 
на варијанцата на образецот, во именителот се наоѓа изразот n – 1, каде со n е 
означена големината на образецот

80 Modern Analytical Chemistry

degrees of freedom
The number of independent values on
which a result is based (ν).

Degrees of Freedom Unlike the population’s variance, the variance of a sample in-
cludes the term n – 1 in the denominator, where n is the size of the sample

4.12

Defining the sample’s variance with a denominator of n, as in the case of the popu-
lation’s variance leads to a biased estimation of σ2. The denominators of the vari-
ance equations 4.8 and 4.12 are commonly called the degrees of freedom for the
population and the sample, respectively. In the case of a population, the degrees of
freedom is always equal to the total number of members, n, in the population. For
the sample’s variance, however, substituting 

–
X for µ removes a degree of freedom

from the calculation. That is, if there are n members in the sample, the value of the
nth member can always be deduced from the remaining n – 1 members and 

–
X. For

example, if we have a sample with five members, and we know that four of the
members are 1, 2, 3, and 4, and that the mean is 3, then the fifth member of the
sample must be

(
–
X × n) – X1 – X2 – X3 – X4 = (3 × 5) – 1 – 2 – 3 – 4 = 5

4D.5 Confidence Intervals for Samples
Earlier we introduced the confidence interval as a way to report the most probable
value for a population’s mean, µ, when the population’s standard deviation, σ, is
known. Since s2 is an unbiased estimator of σ2, it should be possible to construct
confidence intervals for samples by replacing σ in equations 4.10 and 4.11 with s.
Two complications arise, however. The first is that we cannot define s2 for a single
member of a population. Consequently, equation 4.10 cannot be extended to situa-
tions in which s2 is used as an estimator of σ2. In other words, when σ is unknown,
we cannot construct a confidence interval for µ by sampling only a single member
of the population.

The second complication is that the values of z shown in Table 4.11 are derived
for a normal distribution curve that is a function of σ2, not s2. Although s2 is an un-
biased estimator of σ2, the value of s2 for any randomly selected sample may differ
significantly from σ2. To account for the uncertainty in estimating σ2, the term z in
equation 4.11 is replaced with the variable t, where t is defined such that t ≥ z at all
confidence levels. Thus, equation 4.11 becomes

4.13

Values for t at the 95% confidence level are shown in Table 4.14. Note that t be-
comes smaller as the number of the samples (or degrees of freedom) increase, ap-
proaching z as n approaches infinity. Additional values of t for other confidence lev-
els can be found in Appendix 1B.

EXAMPLE 4.15

What is the 95% confidence interval for the data in Table 4.1?

SOLUTION

The mean and standard deviation for this sample are, respectively, 3.117 g and
0.051 g. Since the sample consists of seven measurements, there are six degrees

µ = ±X
ts

n

s
X X

n

ii

n

2
2

1

1
=

−

−
=∑ ( )
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Дефинирањето на варијанцата на примерок со n во именителот, како што е тоа 
случај кај варијанцата на популацијата доведува до проценка на σ2 со вклучена 
грешка. Именителите, во равенките 4.8 и 4.12, со кои се дефинира варијанцата, 
вообичаено се нарекуваат степени на слобода, соодветно, за популацијата и за 
образецот. Кога станува збор за популација, бројот на степени на слобода секогаш 
е еднаков на вкупниот број на членови, n, во популацијата. При пресметување на 
варијанцата на образецот, со замената на μ со X  се губи еден степен на слобода од 
пресметките. Што значи дека доколку се работи за образец со n примероци, 
вредноста на n-тиот примерок може да биде пресметана врз основа на останатите n 
– 1 примероци и врз основа на X . На пример, доколку образецот содржи пет 
примероци и со познати вредности за примероците 1, 2, 3 и 4 и со позната средната 
вредност што изнесува 3, тогаш вредноста за петтиот примерок во образецот може 
да се пресмета на следниот начин
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degrees of freedom
The number of independent values on
which a result is based (ν).

Degrees of Freedom Unlike the population’s variance, the variance of a sample in-
cludes the term n – 1 in the denominator, where n is the size of the sample

4.12

Defining the sample’s variance with a denominator of n, as in the case of the popu-
lation’s variance leads to a biased estimation of σ2. The denominators of the vari-
ance equations 4.8 and 4.12 are commonly called the degrees of freedom for the
population and the sample, respectively. In the case of a population, the degrees of
freedom is always equal to the total number of members, n, in the population. For
the sample’s variance, however, substituting 

–
X for µ removes a degree of freedom

from the calculation. That is, if there are n members in the sample, the value of the
nth member can always be deduced from the remaining n – 1 members and 

–
X. For

example, if we have a sample with five members, and we know that four of the
members are 1, 2, 3, and 4, and that the mean is 3, then the fifth member of the
sample must be

(
–
X × n) – X1 – X2 – X3 – X4 = (3 × 5) – 1 – 2 – 3 – 4 = 5

4D.5 Confidence Intervals for Samples
Earlier we introduced the confidence interval as a way to report the most probable
value for a population’s mean, µ, when the population’s standard deviation, σ, is
known. Since s2 is an unbiased estimator of σ2, it should be possible to construct
confidence intervals for samples by replacing σ in equations 4.10 and 4.11 with s.
Two complications arise, however. The first is that we cannot define s2 for a single
member of a population. Consequently, equation 4.10 cannot be extended to situa-
tions in which s2 is used as an estimator of σ2. In other words, when σ is unknown,
we cannot construct a confidence interval for µ by sampling only a single member
of the population.

The second complication is that the values of z shown in Table 4.11 are derived
for a normal distribution curve that is a function of σ2, not s2. Although s2 is an un-
biased estimator of σ2, the value of s2 for any randomly selected sample may differ
significantly from σ2. To account for the uncertainty in estimating σ2, the term z in
equation 4.11 is replaced with the variable t, where t is defined such that t ≥ z at all
confidence levels. Thus, equation 4.11 becomes

4.13

Values for t at the 95% confidence level are shown in Table 4.14. Note that t be-
comes smaller as the number of the samples (or degrees of freedom) increase, ap-
proaching z as n approaches infinity. Additional values of t for other confidence lev-
els can be found in Appendix 1B.

EXAMPLE 4.15

What is the 95% confidence interval for the data in Table 4.1?

SOLUTION

The mean and standard deviation for this sample are, respectively, 3.117 g and
0.051 g. Since the sample consists of seven measurements, there are six degrees
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4Г.5 Интервали на доверба за обрасци
Претходно беше зборувано за интервалите на доверба како начин на кој може да се 
прикаже најверојатната вредност за средната вредност, μ, во ситуација кога е позната 
стандардната девијација на популацијата, σ. Со оглед на тоа што s2 претставува 
најдобра проценка за σ, би требало да е можно да се пресметаат интервалите на 
доверба за образецот со замена на σ во равенката 4.10 и 4.11 со s. Но, постојат два 
проблема. Прво, не може да се дефинира s2 за само еден примерок од популацијата. 
Затоа, во равенката 4.10, σ2 не може да биде заменето со s2. Со други зборови, со 
анализа на само еден примерок од популацијата, кога σ не е познато, не може да се 
пресметаат интервалите на доверба за μ.
Вториот проблем лежи во тоа што вредностите за z кои се дадени во табела 4.11 се 
пресметани врз основа на крива на нормална распределба, во која фигурира σ2, а не 
s2. Иако s2 претставува најдобра проценка за σ2, вредностите за s2, за случајно 
формиран образец може значително да се разликуваат од σ2. За да се вклучи оваа 
несигурност во проценката на σ2, во равенката 4.11, z се заменува со вредноста t и 
при тоа t се дефинира на начин кој обезбедува 
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degrees of freedom
The number of independent values on
which a result is based (ν).

Degrees of Freedom Unlike the population’s variance, the variance of a sample in-
cludes the term n – 1 in the denominator, where n is the size of the sample

4.12

Defining the sample’s variance with a denominator of n, as in the case of the popu-
lation’s variance leads to a biased estimation of σ2. The denominators of the vari-
ance equations 4.8 and 4.12 are commonly called the degrees of freedom for the
population and the sample, respectively. In the case of a population, the degrees of
freedom is always equal to the total number of members, n, in the population. For
the sample’s variance, however, substituting 

–
X for µ removes a degree of freedom

from the calculation. That is, if there are n members in the sample, the value of the
nth member can always be deduced from the remaining n – 1 members and 

–
X. For

example, if we have a sample with five members, and we know that four of the
members are 1, 2, 3, and 4, and that the mean is 3, then the fifth member of the
sample must be

(
–
X × n) – X1 – X2 – X3 – X4 = (3 × 5) – 1 – 2 – 3 – 4 = 5

4D.5 Confidence Intervals for Samples
Earlier we introduced the confidence interval as a way to report the most probable
value for a population’s mean, µ, when the population’s standard deviation, σ, is
known. Since s2 is an unbiased estimator of σ2, it should be possible to construct
confidence intervals for samples by replacing σ in equations 4.10 and 4.11 with s.
Two complications arise, however. The first is that we cannot define s2 for a single
member of a population. Consequently, equation 4.10 cannot be extended to situa-
tions in which s2 is used as an estimator of σ2. In other words, when σ is unknown,
we cannot construct a confidence interval for µ by sampling only a single member
of the population.

The second complication is that the values of z shown in Table 4.11 are derived
for a normal distribution curve that is a function of σ2, not s2. Although s2 is an un-
biased estimator of σ2, the value of s2 for any randomly selected sample may differ
significantly from σ2. To account for the uncertainty in estimating σ2, the term z in
equation 4.11 is replaced with the variable t, where t is defined such that t ≥ z at all
confidence levels. Thus, equation 4.11 becomes

4.13

Values for t at the 95% confidence level are shown in Table 4.14. Note that t be-
comes smaller as the number of the samples (or degrees of freedom) increase, ap-
proaching z as n approaches infinity. Additional values of t for other confidence lev-
els can be found in Appendix 1B.

EXAMPLE 4.15

What is the 95% confidence interval for the data in Table 4.1?

SOLUTION

The mean and standard deviation for this sample are, respectively, 3.117 g and
0.051 g. Since the sample consists of seven measurements, there are six degrees
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 за сите нивоа на доверба. 
Според ова, равенката 4.11 го добива следниот облик
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Вредностите за t за ниво на доверба од 95% се дадени во табела 4.14. Во оваа 
табела може да се забележи дека t станува помало со зголемувањето на бројот на 
примероци (степени на слобода) во образецот и дека колку повеќе се зголемува n, 
толку повеќе t се доближува до z. Други вредности за t, за други нивоа на доверба 
може да се најдат во Додатокот 1Б.

степени на слобода
Број на независни вредности врз кои се 
базира добиениот резултат (ν).



Поглавје 4  Анализа на аналитички податоци 81

на степени на слобода изнесува шест. Вредноста за t може да се прочита од 
табела 4.13 и таа изнесува 2,45. Со замена на овие вредности во равенката 4.13 
се добива

of freedom. The value of t from Table 4.14, is 2.45. Substituting into equation
4.13 gives

Thus, there is a 95% probability that the population’s mean is between 3.070
and 3.164 g.

µ = ± = ± = ±X
ts

n
3 117

2 45 0 051

7
3 117 0 047.

( . )( . )
. .  g
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Table 4.14 Values of t for the 95%
Confidence Interval

Degrees of
Freedom t

1 12.71

2 4.30

3 3.18

4 2.78

5 2.57

6 2.45

7 2.36

8 2.31

9 2.26

10 2.23

12 2.18

14 2.14

16 2.12

18 2.10

20 2.09

30 2.04

50 2.01

° 1.96

4D.6 A Cautionary Statement
There is a temptation when analyzing data to plug numbers into an equation, carry
out the calculation, and report the result. This is never a good idea, and you should
develop the habit of constantly reviewing and evaluating your data. For example, if
analyzing five samples gives an analyte’s mean concentration as 0.67 ppm with a
standard deviation of 0.64 ppm, then the 95% confidence interval is

This confidence interval states that the analyte’s true concentration lies within the
range of –0.16 ppm to 1.44 ppm. Including a negative concentration within the con-
fidence interval should lead you to reevaluate your data or conclusions. On further
investigation your data may show that the standard deviation is larger than expected,

µ = ± = ±0 67
2 78 0 64

5
0 64 0 80.

( . )( . )
. .  pmp
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Според ова, со веројатност од 95%, може да се каже дека средната вредност на 
популацијата се наоѓа помеѓу 3,070 и 3,164 g.

17,211
03,42
81,33
87,24
75,25
54,26
63,27
13,28
62,29
32,201
81,221
41,241
21,261
01,281
90,202
40,203
10,205

1,96

Вредности за t за 
ниво на доверба од 95%

Степени на 
слобода t

Tабела 4.14

4Г.6 Важна напомена
При анализата на податоци, пракса е да се заменат вредностите во равенките, да се 
изведат пресметките и да се прикажат добиените резултати. Тоа не е добра пракса 
и треба да се создаде навика за постојана проверка и проценка на податоците. На 
пример, ако се анализираат пет примероци за кои се добива средна вредност за 
концентрацијата од 0,67 ppm и стандардна девијација од 0,64 ppm, тогаш интервалот 
за доверба, при ниво на доверба од 95% изнесува
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Добиениот интервал на доверба покажува дека вистинската концентрација на 
аналитот лежи во интервалот од -0,16 ppm до 1,44 ppm. Доколку се добијат негативни 
вредности за интервалот на концентрации, би требало да се преиспитаат податоците 
и заклучоците врз кои се донесени. Понатамошните испитувања може да покажат 
дека стандардната девијација е поголема од очекуваното, со што интервалот на 
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доверба станува многу широк или, пак, може да се заклучи дека концентрацијата 
на аналитот е многу мала за да може точно да се определи.*

Доста информативен во овој поглед е и вториот пример. Кога образецот е 
формиран од популација која поседува нормална распределба, мерените вредности 
треба да се случајни. Доколку резултатите кои се добиваат за неколку примероци 
покажуваат некаков тренд, тогаш примероците не може да бидат со нормална 
распределба. Ова може да значи дека популацијата не се покорува на нормалната 
распределба или може да индицира присуство на определена грешка која зависи 
од времето. На пример, ако по случаен избор се селектирани 20 монети и најдено е 
дека масата на секоја следно измерена монета е поголема, треба да се провери дали 
можеби е потребна калибрација на вагата.

4Д  Статистичка анализа на податоци
Во досегашното изложување, беше кажано дека резултатите од анализата најдобро 
се изразуваат преку интервалите на доверба. На пример, при ниво на доверба од 
95%, за средна вредност од пет резултати, се добива опсегот во кој се очекува да 
се најде средната вредност, за 95% од сите обрасци, со иста големина, земени  од 
анализираната популацијата. Или, во отсуство на определени грешки, ниво на 
доверба од 95% укажува на опсегот на вредности во кои се очекува да се најде 
вистинската средна вредност (на популацијата).
Со оглед на тоа што интервалите на доверба се темелат на веројатност, можно е да 
се постави прашање а и да се даде одговор на тоа дали разликата помеѓу средната 
вредност односно варијанцата на еден образец во однос на точните вредности за 
дадената популација (или со вредностите на друг образец) е значајна.  На пример, 
интервалите на доверба може да се искористат за да се добие одговор на прашањето 
„Дали една  новоразвиена метода за анализа на холестерол во крвта дава резултати 
кои се значително различни од резултатите добиени со стандардната метода?“ 
или „Дали постои значајни разлики во хемискиот состав на дождовницата на 
различни растојанија од една термоелектрана?“ Во овој дел е даден општ преглед 
на статистичката анализа на податоци. Поедините статистички методи за анализа 
се објаснети подетално во секцијата 4Ѓ.

4Д.1 Тестови на значајност

Да го разгледаме следниот проблем. Две обрасци кои содржат повеќе примероци се 
собрани од пациенти кои добиваат лекарства за намалување на концентрацијата на 
глукоза во крвта. Едниот образец се состои од примероци земени непосредно пред 
земање на лекарството, а вториот образец се состои од примероци земени неколку 
часа подоцна. Како може ли да се процени успешноста на консумираниот лек во 
намалување на концентрацијата на глукозата во крвта на пациентите?
Еден од начините на кои може да се одговори ова прашање е со конструирање на 
крива на распределба, за двата обрасци. При споредба на кривите една со друга, 
можни се три исходи, прикажани на слика 4.9. На слика 4.9а, кривите на распределба 
се потполно разделени и тоа претставува силен доказ дека обрасците се значително 
различни. На слика 4.9б, кривите на распределба на двата обрасци во голема мерка 
се препокриени, што укажува дека разликата помеѓу обрасците е незначителна. Но, 
изгледот на сликата 4.9в доведува до дилема. Иако средните вредности на обрасците 
изгледа дека се различни, кривите на распределба се препокриваат во степен, во кој 
голем број примероци од популациите може да припаѓаат кон двете распределби. 
Во ваков случај, најмногу што може да се каже е колкава е веројатноста со која 
може да се тврди дека обрасците се значително различни.

Figure 4.9
Three examples of possible relationships
between the probability distributions for two
populations. (a) Completely separate
distributions; (b) Distributions with a great
deal of overlap; (c) Distributions with some
overlap.
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*The topic of detection limits is discussed at the end of this chapter.

making the confidence interval too broad, or you may conclude that the analyte’s
concentration is too small to detect accurately.*

A second example is also informative. When samples are obtained from a nor-
mally distributed population, their values must be random. If results for several
samples show a regular pattern or trend, then the samples cannot be normally dis-
tributed. This may reflect the fact that the underlying population is not normally
distributed, or it may indicate the presence of a time-dependent determinate error.
For example, if we randomly select 20 pennies and find that the mass of each penny
exceeds that of the preceding penny, we might suspect that the balance on which
the pennies are being weighed is drifting out of calibration.

4E Statistical Analysis of Data
In the previous section we noted that the result of an analysis is best expressed as a
confidence interval. For example, a 95% confidence interval for the mean of five re-
sults gives the range in which we expect to find the mean for 95% of all samples of
equal size, drawn from the same population. Alternatively, and in the absence of de-
terminate errors, the 95% confidence interval indicates the range of values in which
we expect to find the population’s true mean.

The probabilistic nature of a confidence interval provides an opportunity to ask
and answer questions comparing a sample’s mean or variance to either the accepted
values for its population or similar values obtained for other samples. For example,
confidence intervals can be used to answer questions such as “Does a newly devel-
oped method for the analysis of cholesterol in blood give results that are signifi-
cantly different from those obtained when using a standard method?” or “Is there a
significant variation in the chemical composition of rainwater collected at different
sites downwind from a coalburning utility plant?” In this section we introduce a
general approach to the statistical analysis of data. Specific statistical methods of
analysis are covered in Section 4F.

4E.1 Significance Testing
Let’s consider the following problem. Two sets of blood samples have been collected
from a patient receiving medication to lower her concentration of blood glucose.
One set of samples was drawn immediately before the medication was adminis-
tered; the second set was taken several hours later. The samples are analyzed and
their respective means and variances reported. How do we decide if the medication
was successful in lowering the patient’s concentration of blood glucose?

One way to answer this question is to construct probability distribution curves
for each sample and to compare the curves with each other. Three possible out-
comes are shown in Figure 4.9. In Figure 4.9a, the probability distribution curves
are completely separated, strongly suggesting that the samples are significantly dif-
ferent. In Figure 4.9b, the probability distributions for the two samples are highly
overlapped, suggesting that any difference between the samples is insignificant. Fig-
ure 4.9c, however, presents a dilemma. Although the means for the two samples ap-
pear to be different, the probability distributions overlap to an extent that a signifi-
cant number of possible outcomes could belong to either distribution. In this case
we can, at best, only make a statement about the probability that the samples are
significantly different.

Values
(a)

Values
(b)

Values
(c)
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(a)

(б)

(в)

Вредност

Вредност

Вредност

Слика 4.9 
Три примери, во кои е прикажана 
распределбата на две популации. (а) 
Потполно разделени распределби; 
(б) Криви на распределба кои во 
голема мерка се препокриваат; (в) 
Криви на распределба кои делумно се 
препокриваат. 

*Границите на детекција во поголема мерка се разгледуваат на крајот на оваа поглавје.
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Постапката со која се определува веројатноста за постоење на значајна разлика 
помеѓу два обрасци се нарекува тест(ирање) на значајност или тест(ирање) на 
хипотеза. Општиот приод кон изведбата и интерпретацијата на тестовите на 
значајност е прикажан во следната секција, заедно со поедини примери.  

4Д.2 Поставување на тестовите на значајност
Тестовите на значајност овозможуваат проценка дали разликата помеѓу 
две или повеќе вредности е преголема за да може да се објасни со влијание на 
неопределените грешки. Првиот чекот во конструирањето на тестовите на 
значајност е да се постави проблемот во облик на да-не прашање. Два примери за 
вакво поставување на прашања, беа дадени на почетокот од оваа секција. Нултата 
и алтернативната хипотеза даваат одговори на поставеното прашање. Со нултата 
хипотеза, H0, се вели дека било која разлика  помеѓу споредуваните вредности 
се должи на неопределените грешки. Алтернативната хипотеза, HA, вели дека 
разликата помеѓу споредуваните вредности е многу голема за да може да се објасни 
како резултат на случајни грешки. Вистинитоста на нултата хипотеза се испитува 
со тестот на значајност, при што хипотезата или се прифаќа или се отфрла. Ако 
нултата хипотеза се отфрли, тогаш алтернативната мора да се прифати. Доколку 
нултата хипотеза не се отфрли, се вели дека таа се задржува. Нултата хипотеза се 
задржува секогаш кога не постојат доволно докази со кои може да се покаже дека 
таа не е точна. Поради начинот на кој тестовите на значајност се изведуваат, не е 
можно да се докаже дали нултата хипотеза е вистинита.

Разликата помеѓу задржување на нултата хипотеза и докажување на вистинитоста 
на нултата хипотеза е важна. За да се укаже на важноста на ова тврдење, повторно 
ќе биде разгледан примерот со определување на масата на монетите. Од податоците 
во табела 4.12, може да се постават следниве нулта и алтернативна хипотези

H0: Монетите од еден цент кои се во употреба во САД имаат маса 
која се наоѓа во интервалот од 2,900 до 3,200 g.

HA: Монетите од еден цент кои се во употреба во САД имаат маса 
помала од 2,900 или поголема од 3,200 g.

За да се тестира нултата хипотеза, ќе посегнете во џебот, ќе извадите монета од 
еден цент и ќе ја определите нејзината маса. Доколку масата на монетата изнесува 
2,512 g, тогаш сте докажале дека нултата хипотеза не е точна. Доколку, пак, најдете 
дека масата на монетата изнесува 3,162 g, тоа не ја докажува точноста на нултата 
хипотеза, затоа што масата на следната паричка може да се наоѓа надвор од 
интервалот кој е поставен во нултата хипотеза.

После поставувањето на нултата и на алтернативната хипотеза, се дефинира 
нивото на значајност при кое се изведува анализата. Нивото на значајност е нивото 
на доверба за задржување на нултата хипотеза, или со други зборови, веројатноста 
дека нултата хипотеза ќе биде погрешно отфрлена. Во претходниот случај,  нивото 
на значајност е прикажан во проценти (на пример: 95%), додека пак во овој случај 
е прикажан како α каде α се дефинира како

The process by which we determine the probability that there is a significant
difference between two samples is called significance testing or hypothesis testing.
Before turning to a discussion of specific examples, however, we will first establish a
general approach to conducting and interpreting significance tests.

4E.2 Constructing a Significance Test
A significance test is designed to determine whether the difference between two
or more values is too large to be explained by indeterminate error. The first step
in constructing a significance test is to state the experimental problem as a yes-
or-no question, two examples of which were given at the beginning of this sec-
tion. A null hypothesis and an alternative hypothesis provide answers to the ques-
tion. The null hypothesis, H0, is that indeterminate error is sufficient to explain
any difference in the values being compared. The alternative hypothesis, HA, is
that the difference between the values is too great to be explained by random
error and, therefore, must be real. A significance test is conducted on the null hy-
pothesis, which is either retained or rejected. If the null hypothesis is rejected,
then the alternative hypothesis must be accepted. When a null hypothesis is not
rejected, it is said to be retained rather than accepted. A null hypothesis is re-
tained whenever the evidence is insufficient to prove it is incorrect. Because of the
way in which significance tests are conducted, it is impossible to prove that a null
hypothesis is true.

The difference between retaining a null hypothesis and proving the null hy-
pothesis is important. To appreciate this point, let us return to our example on de-
termining the mass of a penny. After looking at the data in Table 4.12, you might
pose the following null and alternative hypotheses

H0: Any U.S. penny in circulation has a mass that falls in the range of
2.900–3.200 g

HA: Some U.S. pennies in circulation have masses that are less than 
2.900 g or more than 3.200 g.

To test the null hypothesis, you reach into your pocket, retrieve a penny, and deter-
mine its mass. If the mass of this penny is 2.512 g, then you have proved that the
null hypothesis is incorrect. Finding that the mass of your penny is 3.162 g, how-
ever, does not prove that the null hypothesis is correct because the mass of the next
penny you sample might fall outside the limits set by the null hypothesis.

After stating the null and alternative hypotheses, a significance level for the
analysis is chosen. The significance level is the confidence level for retaining the null
hypothesis or, in other words, the probability that the null hypothesis will be incor-
rectly rejected. In the former case the significance level is given as a percentage (e.g.,
95%), whereas in the latter case, it is given as α, where α is defined as

Thus, for a 95% confidence level, α is 0.05.
Next, an equation for a test statistic is written, and the test statistic’s critical

value is found from an appropriate table. This critical value defines the breakpoint
between values of the test statistic for which the null hypothesis will be retained or
rejected. The test statistic is calculated from the data, compared with the critical
value, and the null hypothesis is either rejected or retained. Finally, the result of the
significance test is used to answer the original question.

α = −1
100

confidence level 
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significance test
A statistical test to determine if the
difference between two values is
significant.

null hypothesis
A statement that the difference between
two values can be explained by
indeterminate error; retained if the
significance test does not fail (H0).

alternative hypothesis
A statement that the difference between
two values is too great to be explained by
indeterminate error; accepted if the
significance test shows that null
hypothesis should be rejected (HA).
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Оттука, за ниво на доверба од 95%, α изнесува 0,05.
Потоа, се поставува равенката за статистички тест, а критичната вредност за 

таа статистика се отчитува од соодветна табела.  Критичната вредност ги дефинира 
пресудните вредности за тоа дали нултата хипотеза ќе биде задржана или отфрлена. 
На крај, резултатите од тестот на значајност се користат за да се даде одговор на 
почетното прашање.

тест на значајност
Статистички тест кој служи за да се утврди 
дали разликата помеѓу две вредности е 
значајна.

нулта хипотеза
Тврдење со кое се вели дека разликата 
помеѓу две вредности може да се објасни со 
неопределена грешка; се задржува доколку 
тестот на значајност не ја отфрли (H0).

алтернативна хипотеза
Тврдење со кое се вели дека разликата 
помеѓу две вредности е многу голема за 
да може да се припише на неопределена 
грешка; се прифаќа доколку применетиот 
тест на значајност покаже дека нултата 
хипотеза треба да биде отфрлена (HА).

ниво на доверба
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4Д.3 Еднострани и двострани тестови на значајност
Да разгледаме ситуација во која точноста на една нова аналитичка метода се 
проценува со користење на стандардни референтни материјали со познато μ. 
Анализиран е стандардот и определена е средната вредност за мерената величина. 
Нултата хипотеза претпоставува дека пресметаната средна вредност е еднаква на 
μ

Figure 4.10
Examples of (a) two-tailed, (b) and (c) one-
tailed, significance tests. The shaded areas in
each curve represent the values for which
the null hypothesis is rejected.

4E.3 One-Tailed and Two-Tailed Significance Tests
Consider the situation when the accuracy of a new analytical method is evaluated by
analyzing a standard reference material with a known µ. A sample of the standard is
analyzed, and the sample’s mean is determined. The null hypothesis is that the sam-
ple’s mean is equal to µ

H0:
–
X = µ

If the significance test is conducted at the 95% confidence level (α = 0.05), then the
null hypothesis will be retained if a 95% confidence interval around  

–
X contains µ. If

the alternative hypothesis is

HA:
–
X ↑ µ

then the null hypothesis will be rejected, and the alternative hypothesis accepted if µ
lies in either of the shaded areas at the tails of the sample’s probability distribution
(Figure 4.10a). Each of the shaded areas accounts for 2.5% of the area under the
probability distribution curve. This is called a two-tailed significance test because
the null hypothesis is rejected for values of µ at either extreme of the sample’s prob-
ability distribution.

The alternative hypothesis also can be stated in one of two additional ways

HA:
–
X > µ

HA:
–
X < µ

for which the null hypothesis is rejected if µ falls within the shaded areas shown in
Figure 4.10(b) and Figure 4.10(c), respectively. In each case the shaded area repre-
sents 5% of the area under the probability distribution curve. These are examples of
one-tailed significance tests.

For a fixed confidence level, a two-tailed test is always the more conservative test
because it requires a larger difference between

–
X and µ to reject the null hypothesis.

Most significance tests are applied when there is no a priori expectation about the
relative magnitudes of the parameters being compared. A two-tailed significance test,
therefore, is usually the appropriate choice. One-tailed significance tests are reserved
for situations when we have reason to expect one parameter to be larger or smaller
than the other. For example, a one-tailed significance test would be appropriate for
our earlier example regarding a medication’s effect on blood glucose levels since we
believe that the medication will lower the concentration of glucose.

4E.4 Errors in Significance Testing
Since significance tests are based on probabilities, their interpretation is naturally
subject to error. As we have already seen, significance tests are carried out at a sig-
nificance level, α, that defines the probability of rejecting a null hypothesis that is
true. For example, when a significance test is conducted at α = 0.05, there is a 5%
probability that the null hypothesis will be incorrectly rejected. This is known as a
type 1 error, and its risk is always equivalent to α. Type 1 errors in two-tailed and
one-tailed significance tests are represented by the shaded areas under the probabil-
ity distribution curves in Figure 4.10.

The second type of error occurs when the null hypothesis is retained even
though it is false and should be rejected. This is known as a type 2 error, and its
probability of occurrence is β. Unfortunately, in most cases β cannot be easily cal-
culated or estimated.
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Values
(a)

Values
(b)

Values
(c)

two-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at either
end of the normal distribution.

type 1 error
The risk of falsely rejecting the null
hypothesis (α).

type 2 error
The risk of falsely retaining the null
hypothesis (β).

one-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at only
one end of the normal distribution.
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Доколку тестот на значајност се изведува при ниво на доверба од 95% (α=0,05), 
тогаш нултата хипотеза се задржува ако во 95% од интервалот на доверба околу 

Figure 4.10
Examples of (a) two-tailed, (b) and (c) one-
tailed, significance tests. The shaded areas in
each curve represent the values for which
the null hypothesis is rejected.

4E.3 One-Tailed and Two-Tailed Significance Tests
Consider the situation when the accuracy of a new analytical method is evaluated by
analyzing a standard reference material with a known µ. A sample of the standard is
analyzed, and the sample’s mean is determined. The null hypothesis is that the sam-
ple’s mean is equal to µ

H0:
–
X = µ

If the significance test is conducted at the 95% confidence level (α = 0.05), then the
null hypothesis will be retained if a 95% confidence interval around  

–
X contains µ. If

the alternative hypothesis is

HA:
–
X ↑ µ

then the null hypothesis will be rejected, and the alternative hypothesis accepted if µ
lies in either of the shaded areas at the tails of the sample’s probability distribution
(Figure 4.10a). Each of the shaded areas accounts for 2.5% of the area under the
probability distribution curve. This is called a two-tailed significance test because
the null hypothesis is rejected for values of µ at either extreme of the sample’s prob-
ability distribution.

The alternative hypothesis also can be stated in one of two additional ways

HA:
–
X > µ

HA:
–
X < µ

for which the null hypothesis is rejected if µ falls within the shaded areas shown in
Figure 4.10(b) and Figure 4.10(c), respectively. In each case the shaded area repre-
sents 5% of the area under the probability distribution curve. These are examples of
one-tailed significance tests.

For a fixed confidence level, a two-tailed test is always the more conservative test
because it requires a larger difference between

–
X and µ to reject the null hypothesis.

Most significance tests are applied when there is no a priori expectation about the
relative magnitudes of the parameters being compared. A two-tailed significance test,
therefore, is usually the appropriate choice. One-tailed significance tests are reserved
for situations when we have reason to expect one parameter to be larger or smaller
than the other. For example, a one-tailed significance test would be appropriate for
our earlier example regarding a medication’s effect on blood glucose levels since we
believe that the medication will lower the concentration of glucose.

4E.4 Errors in Significance Testing
Since significance tests are based on probabilities, their interpretation is naturally
subject to error. As we have already seen, significance tests are carried out at a sig-
nificance level, α, that defines the probability of rejecting a null hypothesis that is
true. For example, when a significance test is conducted at α = 0.05, there is a 5%
probability that the null hypothesis will be incorrectly rejected. This is known as a
type 1 error, and its risk is always equivalent to α. Type 1 errors in two-tailed and
one-tailed significance tests are represented by the shaded areas under the probabil-
ity distribution curves in Figure 4.10.

The second type of error occurs when the null hypothesis is retained even
though it is false and should be rejected. This is known as a type 2 error, and its
probability of occurrence is β. Unfortunately, in most cases β cannot be easily cal-
culated or estimated.

84 Modern Analytical Chemistry

Values
(a)

Values
(b)

Values
(c)

two-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at either
end of the normal distribution.

type 1 error
The risk of falsely rejecting the null
hypothesis (α).

type 2 error
The risk of falsely retaining the null
hypothesis (β).

one-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at only
one end of the normal distribution.
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се содржи μ. Доколку алтернативната хипотеза вели

Figure 4.10
Examples of (a) two-tailed, (b) and (c) one-
tailed, significance tests. The shaded areas in
each curve represent the values for which
the null hypothesis is rejected.

4E.3 One-Tailed and Two-Tailed Significance Tests
Consider the situation when the accuracy of a new analytical method is evaluated by
analyzing a standard reference material with a known µ. A sample of the standard is
analyzed, and the sample’s mean is determined. The null hypothesis is that the sam-
ple’s mean is equal to µ

H0:
–
X = µ

If the significance test is conducted at the 95% confidence level (α = 0.05), then the
null hypothesis will be retained if a 95% confidence interval around  

–
X contains µ. If

the alternative hypothesis is

HA:
–
X ↑ µ

then the null hypothesis will be rejected, and the alternative hypothesis accepted if µ
lies in either of the shaded areas at the tails of the sample’s probability distribution
(Figure 4.10a). Each of the shaded areas accounts for 2.5% of the area under the
probability distribution curve. This is called a two-tailed significance test because
the null hypothesis is rejected for values of µ at either extreme of the sample’s prob-
ability distribution.

The alternative hypothesis also can be stated in one of two additional ways

HA:
–
X > µ

HA:
–
X < µ

for which the null hypothesis is rejected if µ falls within the shaded areas shown in
Figure 4.10(b) and Figure 4.10(c), respectively. In each case the shaded area repre-
sents 5% of the area under the probability distribution curve. These are examples of
one-tailed significance tests.

For a fixed confidence level, a two-tailed test is always the more conservative test
because it requires a larger difference between

–
X and µ to reject the null hypothesis.

Most significance tests are applied when there is no a priori expectation about the
relative magnitudes of the parameters being compared. A two-tailed significance test,
therefore, is usually the appropriate choice. One-tailed significance tests are reserved
for situations when we have reason to expect one parameter to be larger or smaller
than the other. For example, a one-tailed significance test would be appropriate for
our earlier example regarding a medication’s effect on blood glucose levels since we
believe that the medication will lower the concentration of glucose.

4E.4 Errors in Significance Testing
Since significance tests are based on probabilities, their interpretation is naturally
subject to error. As we have already seen, significance tests are carried out at a sig-
nificance level, α, that defines the probability of rejecting a null hypothesis that is
true. For example, when a significance test is conducted at α = 0.05, there is a 5%
probability that the null hypothesis will be incorrectly rejected. This is known as a
type 1 error, and its risk is always equivalent to α. Type 1 errors in two-tailed and
one-tailed significance tests are represented by the shaded areas under the probabil-
ity distribution curves in Figure 4.10.

The second type of error occurs when the null hypothesis is retained even
though it is false and should be rejected. This is known as a type 2 error, and its
probability of occurrence is β. Unfortunately, in most cases β cannot be easily cal-
culated or estimated.
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Values
(a)

Values
(b)

Values
(c)

two-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at either
end of the normal distribution.

type 1 error
The risk of falsely rejecting the null
hypothesis (α).

type 2 error
The risk of falsely retaining the null
hypothesis (β).

one-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at only
one end of the normal distribution.
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тогаш нултата хипотеза ќе биде отфрлена и алтернативната ќе биде прифатена ако 
μ се наоѓа во една од затемнетите површини прикажани на обете страни од кривата 
на распределба (слика 4.10а). Секоја од затемнетите површини содржи околу 2,5% 
од површината под кривата на распределба. Ова се нарекува двостран тест на 
значајност затоа што нултата хипотеза се отфрла за вредности за μ кои се наоѓаат 
на обете страни на кривата на распределба.

Алтернативната хипотеза може да биде поставена и на еден од следниве два 
начина.

Figure 4.10
Examples of (a) two-tailed, (b) and (c) one-
tailed, significance tests. The shaded areas in
each curve represent the values for which
the null hypothesis is rejected.

4E.3 One-Tailed and Two-Tailed Significance Tests
Consider the situation when the accuracy of a new analytical method is evaluated by
analyzing a standard reference material with a known µ. A sample of the standard is
analyzed, and the sample’s mean is determined. The null hypothesis is that the sam-
ple’s mean is equal to µ

H0:
–
X = µ

If the significance test is conducted at the 95% confidence level (α = 0.05), then the
null hypothesis will be retained if a 95% confidence interval around  

–
X contains µ. If

the alternative hypothesis is

HA:
–
X ↑ µ

then the null hypothesis will be rejected, and the alternative hypothesis accepted if µ
lies in either of the shaded areas at the tails of the sample’s probability distribution
(Figure 4.10a). Each of the shaded areas accounts for 2.5% of the area under the
probability distribution curve. This is called a two-tailed significance test because
the null hypothesis is rejected for values of µ at either extreme of the sample’s prob-
ability distribution.

The alternative hypothesis also can be stated in one of two additional ways

HA:
–
X > µ

HA:
–
X < µ

for which the null hypothesis is rejected if µ falls within the shaded areas shown in
Figure 4.10(b) and Figure 4.10(c), respectively. In each case the shaded area repre-
sents 5% of the area under the probability distribution curve. These are examples of
one-tailed significance tests.

For a fixed confidence level, a two-tailed test is always the more conservative test
because it requires a larger difference between

–
X and µ to reject the null hypothesis.

Most significance tests are applied when there is no a priori expectation about the
relative magnitudes of the parameters being compared. A two-tailed significance test,
therefore, is usually the appropriate choice. One-tailed significance tests are reserved
for situations when we have reason to expect one parameter to be larger or smaller
than the other. For example, a one-tailed significance test would be appropriate for
our earlier example regarding a medication’s effect on blood glucose levels since we
believe that the medication will lower the concentration of glucose.

4E.4 Errors in Significance Testing
Since significance tests are based on probabilities, their interpretation is naturally
subject to error. As we have already seen, significance tests are carried out at a sig-
nificance level, α, that defines the probability of rejecting a null hypothesis that is
true. For example, when a significance test is conducted at α = 0.05, there is a 5%
probability that the null hypothesis will be incorrectly rejected. This is known as a
type 1 error, and its risk is always equivalent to α. Type 1 errors in two-tailed and
one-tailed significance tests are represented by the shaded areas under the probabil-
ity distribution curves in Figure 4.10.

The second type of error occurs when the null hypothesis is retained even
though it is false and should be rejected. This is known as a type 2 error, and its
probability of occurrence is β. Unfortunately, in most cases β cannot be easily cal-
culated or estimated.
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Values
(a)

Values
(b)

Values
(c)

two-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at either
end of the normal distribution.

type 1 error
The risk of falsely rejecting the null
hypothesis (α).

type 2 error
The risk of falsely retaining the null
hypothesis (β).

one-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at only
one end of the normal distribution.

1400-CH04  9/8/99  3:54 PM  Page 84

Во ваков случај, нултата хипотеза се отфрла доколку μ се наоѓа во затемнетите 
површини прикажани, соодветно, на слика 4.10(б) и на слика 4.10(в). Во обата 
случаи, затемнетата површина претставува 5% од површината под кривата на 
распределба. Ова се примери за еднострани тестови на значајност.

За определени нивои на доверба, двостраните тестови се секогаш поконзервативни 
затоа што е потребна поголема разлика помеѓу 

Figure 4.10
Examples of (a) two-tailed, (b) and (c) one-
tailed, significance tests. The shaded areas in
each curve represent the values for which
the null hypothesis is rejected.

4E.3 One-Tailed and Two-Tailed Significance Tests
Consider the situation when the accuracy of a new analytical method is evaluated by
analyzing a standard reference material with a known µ. A sample of the standard is
analyzed, and the sample’s mean is determined. The null hypothesis is that the sam-
ple’s mean is equal to µ

H0:
–
X = µ

If the significance test is conducted at the 95% confidence level (α = 0.05), then the
null hypothesis will be retained if a 95% confidence interval around  

–
X contains µ. If

the alternative hypothesis is

HA:
–
X ↑ µ

then the null hypothesis will be rejected, and the alternative hypothesis accepted if µ
lies in either of the shaded areas at the tails of the sample’s probability distribution
(Figure 4.10a). Each of the shaded areas accounts for 2.5% of the area under the
probability distribution curve. This is called a two-tailed significance test because
the null hypothesis is rejected for values of µ at either extreme of the sample’s prob-
ability distribution.

The alternative hypothesis also can be stated in one of two additional ways

HA:
–
X > µ

HA:
–
X < µ

for which the null hypothesis is rejected if µ falls within the shaded areas shown in
Figure 4.10(b) and Figure 4.10(c), respectively. In each case the shaded area repre-
sents 5% of the area under the probability distribution curve. These are examples of
one-tailed significance tests.

For a fixed confidence level, a two-tailed test is always the more conservative test
because it requires a larger difference between

–
X and µ to reject the null hypothesis.

Most significance tests are applied when there is no a priori expectation about the
relative magnitudes of the parameters being compared. A two-tailed significance test,
therefore, is usually the appropriate choice. One-tailed significance tests are reserved
for situations when we have reason to expect one parameter to be larger or smaller
than the other. For example, a one-tailed significance test would be appropriate for
our earlier example regarding a medication’s effect on blood glucose levels since we
believe that the medication will lower the concentration of glucose.

4E.4 Errors in Significance Testing
Since significance tests are based on probabilities, their interpretation is naturally
subject to error. As we have already seen, significance tests are carried out at a sig-
nificance level, α, that defines the probability of rejecting a null hypothesis that is
true. For example, when a significance test is conducted at α = 0.05, there is a 5%
probability that the null hypothesis will be incorrectly rejected. This is known as a
type 1 error, and its risk is always equivalent to α. Type 1 errors in two-tailed and
one-tailed significance tests are represented by the shaded areas under the probabil-
ity distribution curves in Figure 4.10.

The second type of error occurs when the null hypothesis is retained even
though it is false and should be rejected. This is known as a type 2 error, and its
probability of occurrence is β. Unfortunately, in most cases β cannot be easily cal-
culated or estimated.
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Values
(a)

Values
(b)

Values
(c)

two-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at either
end of the normal distribution.

type 1 error
The risk of falsely rejecting the null
hypothesis (α).

type 2 error
The risk of falsely retaining the null
hypothesis (β).

one-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at only
one end of the normal distribution.

1400-CH04  9/8/99  3:54 PM  Page 84

 и μ за да се отфрли нултата 
хипотеза. Најголемиот број тестови на значајност се применуваат кога не постои a 
priori познавање за релативната големина на величините што се споредуваат. Затоа, 
двостраните тестови почесто се применуваат. Едностраните тестови на значајност 
се употребуваат кога постои причина да се верува дека едниот параметар е поголем 
или помал од друг. На пример, примената на едностран тест на значајност има 
оправдание кај примерот со влијанието на лекот врз глукозата во крвта, бидејќи се 
очекува лекот да ја намали концентрацијата на глукозата.

4Д.4 Грешки во тестовите на значајност
Со оглед на тоа што тестовите на значајност се темелат на веројатности, во 
нивната интерпретација вклучена е и грешка. Како што беше покажано, тестовите 
на значајност се изведуваат при дадено ниво на значајност, α, величина која ја 
дефинира веројатноста за отфрлање на нултата хипотеза кога таа е вистинита. На 
пример, за тест на значајност кој е изведен при α = 0,05, постои веројатност од 5% 
дека нултата хипотеза ќе биде, по грешка, отфрлена. Ова е познато како грешка од 
1 тип, при ниво на значајност α. Грешките од тип 1 за едностран и двостран тест 
на значајност се означени со затемнета површина  под кривата на распределба, на 
слика 4.10.

Вториот тип на грешка се јавува кога нултата хипотеза се задржува дури и кога 
таа не е вистинита, односно кога треба да се отфрли. Овој тип на грешка е познат 
како грешка од 2 тип и нејзината веројатност за појавување се означува со β. За 
жал, во многу случаи β не може лесно да се пресмета или процени.
Веројатноста за грешката од 1 тип е обратно пропорционална од веројатноста за 

Figure 4.10
Examples of (a) two-tailed, (b) and (c) one-
tailed, significance tests. The shaded areas in
each curve represent the values for which
the null hypothesis is rejected.

4E.3 One-Tailed and Two-Tailed Significance Tests
Consider the situation when the accuracy of a new analytical method is evaluated by
analyzing a standard reference material with a known µ. A sample of the standard is
analyzed, and the sample’s mean is determined. The null hypothesis is that the sam-
ple’s mean is equal to µ

H0:
–
X = µ

If the significance test is conducted at the 95% confidence level (α = 0.05), then the
null hypothesis will be retained if a 95% confidence interval around  

–
X contains µ. If

the alternative hypothesis is

HA:
–
X ↑ µ

then the null hypothesis will be rejected, and the alternative hypothesis accepted if µ
lies in either of the shaded areas at the tails of the sample’s probability distribution
(Figure 4.10a). Each of the shaded areas accounts for 2.5% of the area under the
probability distribution curve. This is called a two-tailed significance test because
the null hypothesis is rejected for values of µ at either extreme of the sample’s prob-
ability distribution.

The alternative hypothesis also can be stated in one of two additional ways

HA:
–
X > µ

HA:
–
X < µ

for which the null hypothesis is rejected if µ falls within the shaded areas shown in
Figure 4.10(b) and Figure 4.10(c), respectively. In each case the shaded area repre-
sents 5% of the area under the probability distribution curve. These are examples of
one-tailed significance tests.

For a fixed confidence level, a two-tailed test is always the more conservative test
because it requires a larger difference between

–
X and µ to reject the null hypothesis.

Most significance tests are applied when there is no a priori expectation about the
relative magnitudes of the parameters being compared. A two-tailed significance test,
therefore, is usually the appropriate choice. One-tailed significance tests are reserved
for situations when we have reason to expect one parameter to be larger or smaller
than the other. For example, a one-tailed significance test would be appropriate for
our earlier example regarding a medication’s effect on blood glucose levels since we
believe that the medication will lower the concentration of glucose.

4E.4 Errors in Significance Testing
Since significance tests are based on probabilities, their interpretation is naturally
subject to error. As we have already seen, significance tests are carried out at a sig-
nificance level, α, that defines the probability of rejecting a null hypothesis that is
true. For example, when a significance test is conducted at α = 0.05, there is a 5%
probability that the null hypothesis will be incorrectly rejected. This is known as a
type 1 error, and its risk is always equivalent to α. Type 1 errors in two-tailed and
one-tailed significance tests are represented by the shaded areas under the probabil-
ity distribution curves in Figure 4.10.

The second type of error occurs when the null hypothesis is retained even
though it is false and should be rejected. This is known as a type 2 error, and its
probability of occurrence is β. Unfortunately, in most cases β cannot be easily cal-
culated or estimated.
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Values
(a)

Values
(b)

Values
(c)

two-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at either
end of the normal distribution.

type 1 error
The risk of falsely rejecting the null
hypothesis (α).

type 2 error
The risk of falsely retaining the null
hypothesis (β).

one-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at only
one end of the normal distribution.
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(a)

(б)

(в)

Вредност

Вредност

Вредност

Слика 4.10 
Примери за (а) двостран, и (б) и (в) 
едностран тест на значајност Затемнетата 
површина под секоја од кривите означува 
вредности за кој нултата хипотеза се 
отфрла.

двостран тест на значајност
Тестовите на значајност во кои нултата 
хипотеза се отфрла за вредности од обете 
страни на кривата на нормална распределба.

едностран тест на значајност
Тест на значајност во кој нултата хипотеза 
се отфрла за вредности од само едната 
страна на кривата на нормална распределба.

грешка од 1 тип
Ризик од отфрлање на нултата хипотеза, 
кога таа е точна (α)

грешка од 2 тип
ризик од задржување на нултата хипотеза, 
кога таа всушност не е точна (β).
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грешката од 2 тип. Намалувањето на грешката од 1 тип со намалување на α, на 
пример, ја зголемува веројатноста за појава на грешката од 2 тип. Затоа вредноста 
за α, одбрана за даден тест на значајност, претставува компромис помеѓу овие два 
типови на грешка. Кај најголемиот дел од примерите во овој текст се користи ниво 
на доверба од 95%, односно α = 0,05; ова претставува најчесто користеното ниво на 
доверба во аналитичката хемија. Сепак, не е невообичаено да се користат построги 
(на пример α = 0,01), но и помалку строги  (на пример α = 0,10) нивоа на доверба.

4Ѓ Статистички методи за нормална распределба
Најчесто применувана распределба, во аналитичката хемија, е нормалната или 
гаусовска дистрибуција. Нормалната распределба се карактеризира со вистинската 
средна вредност, μ, и со вистинската варијанца, σ2. Наместо овие вредности, обично 
се користат нивните проценети вредности 

Figure 4.10
Examples of (a) two-tailed, (b) and (c) one-
tailed, significance tests. The shaded areas in
each curve represent the values for which
the null hypothesis is rejected.

4E.3 One-Tailed and Two-Tailed Significance Tests
Consider the situation when the accuracy of a new analytical method is evaluated by
analyzing a standard reference material with a known µ. A sample of the standard is
analyzed, and the sample’s mean is determined. The null hypothesis is that the sam-
ple’s mean is equal to µ

H0:
–
X = µ

If the significance test is conducted at the 95% confidence level (α = 0.05), then the
null hypothesis will be retained if a 95% confidence interval around  

–
X contains µ. If

the alternative hypothesis is

HA:
–
X ↑ µ

then the null hypothesis will be rejected, and the alternative hypothesis accepted if µ
lies in either of the shaded areas at the tails of the sample’s probability distribution
(Figure 4.10a). Each of the shaded areas accounts for 2.5% of the area under the
probability distribution curve. This is called a two-tailed significance test because
the null hypothesis is rejected for values of µ at either extreme of the sample’s prob-
ability distribution.

The alternative hypothesis also can be stated in one of two additional ways

HA:
–
X > µ

HA:
–
X < µ

for which the null hypothesis is rejected if µ falls within the shaded areas shown in
Figure 4.10(b) and Figure 4.10(c), respectively. In each case the shaded area repre-
sents 5% of the area under the probability distribution curve. These are examples of
one-tailed significance tests.

For a fixed confidence level, a two-tailed test is always the more conservative test
because it requires a larger difference between

–
X and µ to reject the null hypothesis.

Most significance tests are applied when there is no a priori expectation about the
relative magnitudes of the parameters being compared. A two-tailed significance test,
therefore, is usually the appropriate choice. One-tailed significance tests are reserved
for situations when we have reason to expect one parameter to be larger or smaller
than the other. For example, a one-tailed significance test would be appropriate for
our earlier example regarding a medication’s effect on blood glucose levels since we
believe that the medication will lower the concentration of glucose.

4E.4 Errors in Significance Testing
Since significance tests are based on probabilities, their interpretation is naturally
subject to error. As we have already seen, significance tests are carried out at a sig-
nificance level, α, that defines the probability of rejecting a null hypothesis that is
true. For example, when a significance test is conducted at α = 0.05, there is a 5%
probability that the null hypothesis will be incorrectly rejected. This is known as a
type 1 error, and its risk is always equivalent to α. Type 1 errors in two-tailed and
one-tailed significance tests are represented by the shaded areas under the probabil-
ity distribution curves in Figure 4.10.

The second type of error occurs when the null hypothesis is retained even
though it is false and should be rejected. This is known as a type 2 error, and its
probability of occurrence is β. Unfortunately, in most cases β cannot be easily cal-
culated or estimated.
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Values
(a)

Values
(b)

Values
(c)

two-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at either
end of the normal distribution.

type 1 error
The risk of falsely rejecting the null
hypothesis (α).

type 2 error
The risk of falsely retaining the null
hypothesis (β).

one-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at only
one end of the normal distribution.
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 и s2. Со оглед на тоа што површината 
под кривата на нормална распределба е точно дефинирана, конструирањето и 
примената на тестовите на значајност е едноставна.

4Ѓ.1 Споредба на X  со μ
Еден од начините за валидација на нова аналитичка метода се состои во анализа на 
стандарден материјал кој содржи познато количество од аналит, μ. Точноста на 
методата се определува врз основа на просечното количество од аналитот добиено 
со анализа на повеќе примероци, 

Figure 4.10
Examples of (a) two-tailed, (b) and (c) one-
tailed, significance tests. The shaded areas in
each curve represent the values for which
the null hypothesis is rejected.

4E.3 One-Tailed and Two-Tailed Significance Tests
Consider the situation when the accuracy of a new analytical method is evaluated by
analyzing a standard reference material with a known µ. A sample of the standard is
analyzed, and the sample’s mean is determined. The null hypothesis is that the sam-
ple’s mean is equal to µ

H0:
–
X = µ

If the significance test is conducted at the 95% confidence level (α = 0.05), then the
null hypothesis will be retained if a 95% confidence interval around  

–
X contains µ. If

the alternative hypothesis is

HA:
–
X ↑ µ

then the null hypothesis will be rejected, and the alternative hypothesis accepted if µ
lies in either of the shaded areas at the tails of the sample’s probability distribution
(Figure 4.10a). Each of the shaded areas accounts for 2.5% of the area under the
probability distribution curve. This is called a two-tailed significance test because
the null hypothesis is rejected for values of µ at either extreme of the sample’s prob-
ability distribution.

The alternative hypothesis also can be stated in one of two additional ways

HA:
–
X > µ

HA:
–
X < µ

for which the null hypothesis is rejected if µ falls within the shaded areas shown in
Figure 4.10(b) and Figure 4.10(c), respectively. In each case the shaded area repre-
sents 5% of the area under the probability distribution curve. These are examples of
one-tailed significance tests.

For a fixed confidence level, a two-tailed test is always the more conservative test
because it requires a larger difference between

–
X and µ to reject the null hypothesis.

Most significance tests are applied when there is no a priori expectation about the
relative magnitudes of the parameters being compared. A two-tailed significance test,
therefore, is usually the appropriate choice. One-tailed significance tests are reserved
for situations when we have reason to expect one parameter to be larger or smaller
than the other. For example, a one-tailed significance test would be appropriate for
our earlier example regarding a medication’s effect on blood glucose levels since we
believe that the medication will lower the concentration of glucose.

4E.4 Errors in Significance Testing
Since significance tests are based on probabilities, their interpretation is naturally
subject to error. As we have already seen, significance tests are carried out at a sig-
nificance level, α, that defines the probability of rejecting a null hypothesis that is
true. For example, when a significance test is conducted at α = 0.05, there is a 5%
probability that the null hypothesis will be incorrectly rejected. This is known as a
type 1 error, and its risk is always equivalent to α. Type 1 errors in two-tailed and
one-tailed significance tests are represented by the shaded areas under the probabil-
ity distribution curves in Figure 4.10.

The second type of error occurs when the null hypothesis is retained even
though it is false and should be rejected. This is known as a type 2 error, and its
probability of occurrence is β. Unfortunately, in most cases β cannot be easily cal-
culated or estimated.
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Values
(a)

Values
(b)

Values
(c)

two-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at either
end of the normal distribution.

type 1 error
The risk of falsely rejecting the null
hypothesis (α).

type 2 error
The risk of falsely retaining the null
hypothesis (β).

one-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at only
one end of the normal distribution.
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, и со користење на тест на значајност, за 
споредба со μ. Нултата хипотеза вели дека 

Figure 4.10
Examples of (a) two-tailed, (b) and (c) one-
tailed, significance tests. The shaded areas in
each curve represent the values for which
the null hypothesis is rejected.

4E.3 One-Tailed and Two-Tailed Significance Tests
Consider the situation when the accuracy of a new analytical method is evaluated by
analyzing a standard reference material with a known µ. A sample of the standard is
analyzed, and the sample’s mean is determined. The null hypothesis is that the sam-
ple’s mean is equal to µ

H0:
–
X = µ

If the significance test is conducted at the 95% confidence level (α = 0.05), then the
null hypothesis will be retained if a 95% confidence interval around  

–
X contains µ. If

the alternative hypothesis is

HA:
–
X ↑ µ

then the null hypothesis will be rejected, and the alternative hypothesis accepted if µ
lies in either of the shaded areas at the tails of the sample’s probability distribution
(Figure 4.10a). Each of the shaded areas accounts for 2.5% of the area under the
probability distribution curve. This is called a two-tailed significance test because
the null hypothesis is rejected for values of µ at either extreme of the sample’s prob-
ability distribution.

The alternative hypothesis also can be stated in one of two additional ways

HA:
–
X > µ

HA:
–
X < µ

for which the null hypothesis is rejected if µ falls within the shaded areas shown in
Figure 4.10(b) and Figure 4.10(c), respectively. In each case the shaded area repre-
sents 5% of the area under the probability distribution curve. These are examples of
one-tailed significance tests.

For a fixed confidence level, a two-tailed test is always the more conservative test
because it requires a larger difference between

–
X and µ to reject the null hypothesis.

Most significance tests are applied when there is no a priori expectation about the
relative magnitudes of the parameters being compared. A two-tailed significance test,
therefore, is usually the appropriate choice. One-tailed significance tests are reserved
for situations when we have reason to expect one parameter to be larger or smaller
than the other. For example, a one-tailed significance test would be appropriate for
our earlier example regarding a medication’s effect on blood glucose levels since we
believe that the medication will lower the concentration of glucose.

4E.4 Errors in Significance Testing
Since significance tests are based on probabilities, their interpretation is naturally
subject to error. As we have already seen, significance tests are carried out at a sig-
nificance level, α, that defines the probability of rejecting a null hypothesis that is
true. For example, when a significance test is conducted at α = 0.05, there is a 5%
probability that the null hypothesis will be incorrectly rejected. This is known as a
type 1 error, and its risk is always equivalent to α. Type 1 errors in two-tailed and
one-tailed significance tests are represented by the shaded areas under the probabil-
ity distribution curves in Figure 4.10.

The second type of error occurs when the null hypothesis is retained even
though it is false and should be rejected. This is known as a type 2 error, and its
probability of occurrence is β. Unfortunately, in most cases β cannot be easily cal-
culated or estimated.
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Values
(a)

Values
(b)

Values
(c)

two-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at either
end of the normal distribution.

type 1 error
The risk of falsely rejecting the null
hypothesis (α).

type 2 error
The risk of falsely retaining the null
hypothesis (β).

one-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at only
one end of the normal distribution.
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 и μ се еднакви и дека разликата помеѓу 
нив е резултат на неопределени грешки кои влијаеле во определувањето на 

Figure 4.10
Examples of (a) two-tailed, (b) and (c) one-
tailed, significance tests. The shaded areas in
each curve represent the values for which
the null hypothesis is rejected.

4E.3 One-Tailed and Two-Tailed Significance Tests
Consider the situation when the accuracy of a new analytical method is evaluated by
analyzing a standard reference material with a known µ. A sample of the standard is
analyzed, and the sample’s mean is determined. The null hypothesis is that the sam-
ple’s mean is equal to µ

H0:
–
X = µ

If the significance test is conducted at the 95% confidence level (α = 0.05), then the
null hypothesis will be retained if a 95% confidence interval around  

–
X contains µ. If

the alternative hypothesis is

HA:
–
X ↑ µ

then the null hypothesis will be rejected, and the alternative hypothesis accepted if µ
lies in either of the shaded areas at the tails of the sample’s probability distribution
(Figure 4.10a). Each of the shaded areas accounts for 2.5% of the area under the
probability distribution curve. This is called a two-tailed significance test because
the null hypothesis is rejected for values of µ at either extreme of the sample’s prob-
ability distribution.

The alternative hypothesis also can be stated in one of two additional ways

HA:
–
X > µ

HA:
–
X < µ

for which the null hypothesis is rejected if µ falls within the shaded areas shown in
Figure 4.10(b) and Figure 4.10(c), respectively. In each case the shaded area repre-
sents 5% of the area under the probability distribution curve. These are examples of
one-tailed significance tests.

For a fixed confidence level, a two-tailed test is always the more conservative test
because it requires a larger difference between

–
X and µ to reject the null hypothesis.

Most significance tests are applied when there is no a priori expectation about the
relative magnitudes of the parameters being compared. A two-tailed significance test,
therefore, is usually the appropriate choice. One-tailed significance tests are reserved
for situations when we have reason to expect one parameter to be larger or smaller
than the other. For example, a one-tailed significance test would be appropriate for
our earlier example regarding a medication’s effect on blood glucose levels since we
believe that the medication will lower the concentration of glucose.

4E.4 Errors in Significance Testing
Since significance tests are based on probabilities, their interpretation is naturally
subject to error. As we have already seen, significance tests are carried out at a sig-
nificance level, α, that defines the probability of rejecting a null hypothesis that is
true. For example, when a significance test is conducted at α = 0.05, there is a 5%
probability that the null hypothesis will be incorrectly rejected. This is known as a
type 1 error, and its risk is always equivalent to α. Type 1 errors in two-tailed and
one-tailed significance tests are represented by the shaded areas under the probabil-
ity distribution curves in Figure 4.10.

The second type of error occurs when the null hypothesis is retained even
though it is false and should be rejected. This is known as a type 2 error, and its
probability of occurrence is β. Unfortunately, in most cases β cannot be easily cal-
culated or estimated.
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Values
(a)

Values
(b)

Values
(c)

two-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at either
end of the normal distribution.

type 1 error
The risk of falsely rejecting the null
hypothesis (α).

type 2 error
The risk of falsely retaining the null
hypothesis (β).

one-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at only
one end of the normal distribution.
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. 
Алтернативната хипотеза вели дека разликата помеѓу 

Figure 4.10
Examples of (a) two-tailed, (b) and (c) one-
tailed, significance tests. The shaded areas in
each curve represent the values for which
the null hypothesis is rejected.

4E.3 One-Tailed and Two-Tailed Significance Tests
Consider the situation when the accuracy of a new analytical method is evaluated by
analyzing a standard reference material with a known µ. A sample of the standard is
analyzed, and the sample’s mean is determined. The null hypothesis is that the sam-
ple’s mean is equal to µ

H0:
–
X = µ

If the significance test is conducted at the 95% confidence level (α = 0.05), then the
null hypothesis will be retained if a 95% confidence interval around  

–
X contains µ. If

the alternative hypothesis is

HA:
–
X ↑ µ

then the null hypothesis will be rejected, and the alternative hypothesis accepted if µ
lies in either of the shaded areas at the tails of the sample’s probability distribution
(Figure 4.10a). Each of the shaded areas accounts for 2.5% of the area under the
probability distribution curve. This is called a two-tailed significance test because
the null hypothesis is rejected for values of µ at either extreme of the sample’s prob-
ability distribution.

The alternative hypothesis also can be stated in one of two additional ways

HA:
–
X > µ

HA:
–
X < µ

for which the null hypothesis is rejected if µ falls within the shaded areas shown in
Figure 4.10(b) and Figure 4.10(c), respectively. In each case the shaded area repre-
sents 5% of the area under the probability distribution curve. These are examples of
one-tailed significance tests.

For a fixed confidence level, a two-tailed test is always the more conservative test
because it requires a larger difference between

–
X and µ to reject the null hypothesis.

Most significance tests are applied when there is no a priori expectation about the
relative magnitudes of the parameters being compared. A two-tailed significance test,
therefore, is usually the appropriate choice. One-tailed significance tests are reserved
for situations when we have reason to expect one parameter to be larger or smaller
than the other. For example, a one-tailed significance test would be appropriate for
our earlier example regarding a medication’s effect on blood glucose levels since we
believe that the medication will lower the concentration of glucose.

4E.4 Errors in Significance Testing
Since significance tests are based on probabilities, their interpretation is naturally
subject to error. As we have already seen, significance tests are carried out at a sig-
nificance level, α, that defines the probability of rejecting a null hypothesis that is
true. For example, when a significance test is conducted at α = 0.05, there is a 5%
probability that the null hypothesis will be incorrectly rejected. This is known as a
type 1 error, and its risk is always equivalent to α. Type 1 errors in two-tailed and
one-tailed significance tests are represented by the shaded areas under the probabil-
ity distribution curves in Figure 4.10.

The second type of error occurs when the null hypothesis is retained even
though it is false and should be rejected. This is known as a type 2 error, and its
probability of occurrence is β. Unfortunately, in most cases β cannot be easily cal-
culated or estimated.
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Values
(a)

Values
(b)

Values
(c)

two-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at either
end of the normal distribution.

type 1 error
The risk of falsely rejecting the null
hypothesis (α).

type 2 error
The risk of falsely retaining the null
hypothesis (β).

one-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at only
one end of the normal distribution.
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 и μ е многу голема за да 
може да се протолкува како резултат на неопределени грешки. 

Равенката за експерименталната вредност на статистичкиот тест, texp, се 
изведува од интервалите на доверба за μ.

Figure 4.11
Relationship between confidence intervals
and results of a significance test. (a) The
shaded area under the normal distribution
curves shows the apparent confidence
intervals for the sample based on texp. The
solid bars in (b) and (c) show the actual
confidence intervals that can be explained by
indeterminate error using the critical value of
(α,ν). In part (b) the null hypothesis is
rejected and the alternative hypothesis is
accepted. In part (c) the null hypothesis is
retained.
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The probability of a type 1 error is inversely related to the probability of a type
2 error. Minimizing a type 1 error by decreasing α, for example, increases the likeli-
hood of a type 2 error. The value of α chosen for a particular significance test,
therefore, represents a compromise between these two types of error. Most of the
examples in this text use a 95% confidence level, or α = 0.05, since this is the most
frequently used confidence level for the majority of analytical work. It is not 
unusual, however, for more stringent (e.g. α = 0.01) or for more lenient 
(e.g. α = 0.10) confidence levels to be used.

4F Statistical Methods for Normal Distributions
The most commonly encountered probability distribution is the normal, or Gauss-
ian, distribution. A normal distribution is characterized by a true mean, µ, and vari-
ance, σ2, which are estimated using  

–
X and s2. Since the area between any two limits

of a normal distribution is well defined, the construction and evaluation of signifi-
cance tests are straightforward.

4F.1 Comparing –X to µ
One approach for validating a new analytical method is to analyze a standard 
sample containing a known amount of analyte, µ. The method’s accuracy is judged
by determining the average amount of analyte in several samples,

–
X, and using 

a significance test to compare it with µ. The null hypothesis is that 
–
X and µ are 

the same and that any difference between the two values can be explained by in-
determinate errors affecting the determination of 

–
X . The alternative hypothesis is

that the difference between 
–
X and µ is too large to be explained by indeterminate

error.
The equation for the test (experimental) statistic, texp, is derived from the confi-

dence interval for µ

4.14

Rearranging equation 4.14

4.15

gives the value of texp when µ is at either the right or left edge of the sample’s ap-
parent confidence interval (Figure 4.11a). The value of texp is compared with a
critical value, t(α ,ν), which is determined by the chosen significance level, α , the
degrees of freedom for the sample, ν, and whether the significance test is one-
tailed or two-tailed. Values for t(α ,ν) are found in Appendix 1B. The critical
value t(α ,ν) defines the confidence interval that can be explained by indetermi-
nate errors. If texp is greater than t(α ,ν), then the confidence interval for the data
is wider than that expected from indeterminate errors (Figure 4.11b). In this case,
the null hypothesis is rejected and the alternative hypothesis is accepted. If texp is
less than or equal to t(α ,ν), then the confidence interval for the data could be at-
tributed to indeterminate error, and the null hypothesis is retained at the stated
significance level (Figure 4.11c).

A typical application of this significance test, which is known as a t-test of 
–
X to

µ, is outlined in the following example.
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µ = ±X
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t-test
Statistical test for comparing two mean
values to see if their difference is too
large to be explained by indeterminate
error.
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Со преуредување на равенката 4.14 се добива

Figure 4.11
Relationship between confidence intervals
and results of a significance test. (a) The
shaded area under the normal distribution
curves shows the apparent confidence
intervals for the sample based on texp. The
solid bars in (b) and (c) show the actual
confidence intervals that can be explained by
indeterminate error using the critical value of
(α,ν). In part (b) the null hypothesis is
rejected and the alternative hypothesis is
accepted. In part (c) the null hypothesis is
retained.
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The probability of a type 1 error is inversely related to the probability of a type
2 error. Minimizing a type 1 error by decreasing α, for example, increases the likeli-
hood of a type 2 error. The value of α chosen for a particular significance test,
therefore, represents a compromise between these two types of error. Most of the
examples in this text use a 95% confidence level, or α = 0.05, since this is the most
frequently used confidence level for the majority of analytical work. It is not 
unusual, however, for more stringent (e.g. α = 0.01) or for more lenient 
(e.g. α = 0.10) confidence levels to be used.

4F Statistical Methods for Normal Distributions
The most commonly encountered probability distribution is the normal, or Gauss-
ian, distribution. A normal distribution is characterized by a true mean, µ, and vari-
ance, σ2, which are estimated using  

–
X and s2. Since the area between any two limits

of a normal distribution is well defined, the construction and evaluation of signifi-
cance tests are straightforward.

4F.1 Comparing –X to µ
One approach for validating a new analytical method is to analyze a standard 
sample containing a known amount of analyte, µ. The method’s accuracy is judged
by determining the average amount of analyte in several samples,

–
X, and using 

a significance test to compare it with µ. The null hypothesis is that 
–
X and µ are 

the same and that any difference between the two values can be explained by in-
determinate errors affecting the determination of 

–
X . The alternative hypothesis is

that the difference between 
–
X and µ is too large to be explained by indeterminate

error.
The equation for the test (experimental) statistic, texp, is derived from the confi-

dence interval for µ

4.14

Rearranging equation 4.14

4.15

gives the value of texp when µ is at either the right or left edge of the sample’s ap-
parent confidence interval (Figure 4.11a). The value of texp is compared with a
critical value, t(α ,ν), which is determined by the chosen significance level, α , the
degrees of freedom for the sample, ν, and whether the significance test is one-
tailed or two-tailed. Values for t(α ,ν) are found in Appendix 1B. The critical
value t(α ,ν) defines the confidence interval that can be explained by indetermi-
nate errors. If texp is greater than t(α ,ν), then the confidence interval for the data
is wider than that expected from indeterminate errors (Figure 4.11b). In this case,
the null hypothesis is rejected and the alternative hypothesis is accepted. If texp is
less than or equal to t(α ,ν), then the confidence interval for the data could be at-
tributed to indeterminate error, and the null hypothesis is retained at the stated
significance level (Figure 4.11c).

A typical application of this significance test, which is known as a t-test of 
–
X to

µ, is outlined in the following example.
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large to be explained by indeterminate
error.
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Од оваа равенка може да се пресмета вредноста за texp во случај кога μ има вредност 
која одговара или на левиот или на десниот интервал на доверба (слика 4.11а). 
Вредноста за texp се споредува со критичната вредност, t(α; ν) која се определува за 
одбрано ниво на значајност α, за даден број на степени на слобода ν за образецот, 
како и од тоа дали станува збор за едностран или за двостран тест. Вредностите за 
t(α; ν) се дадени во Додаток 1Б. Критичната вредност го дефинира интервалот на 
доверба за кој може да се каже дека е резултат на неопределени грешки. Доколку 
texp е поголемо од t(α; ν), тогаш интервалот на доверба е поширок отколку што 
се очекува дека треба да биде за неопределени грешки (слика 4.11б).  Во ваков 
случај, нултата хипотеза се отфрла и алтернативната се прифаќа. Доколку, пак, texp 
е помало или еднакво на t(α; ν), тогаш интервалите на доверба за податоците, се 
вели дека се должат на неопределена грешка и во тој случај, за даденото ниво на 
значајност, нултата хипотеза се задржува. (слика 4.11в).

Вообичаен начина за примена на овој тест на значајност, кој се нарекува t-тест 
на 

Figure 4.10
Examples of (a) two-tailed, (b) and (c) one-
tailed, significance tests. The shaded areas in
each curve represent the values for which
the null hypothesis is rejected.

4E.3 One-Tailed and Two-Tailed Significance Tests
Consider the situation when the accuracy of a new analytical method is evaluated by
analyzing a standard reference material with a known µ. A sample of the standard is
analyzed, and the sample’s mean is determined. The null hypothesis is that the sam-
ple’s mean is equal to µ

H0:
–
X = µ

If the significance test is conducted at the 95% confidence level (α = 0.05), then the
null hypothesis will be retained if a 95% confidence interval around  

–
X contains µ. If

the alternative hypothesis is

HA:
–
X ↑ µ

then the null hypothesis will be rejected, and the alternative hypothesis accepted if µ
lies in either of the shaded areas at the tails of the sample’s probability distribution
(Figure 4.10a). Each of the shaded areas accounts for 2.5% of the area under the
probability distribution curve. This is called a two-tailed significance test because
the null hypothesis is rejected for values of µ at either extreme of the sample’s prob-
ability distribution.

The alternative hypothesis also can be stated in one of two additional ways

HA:
–
X > µ

HA:
–
X < µ

for which the null hypothesis is rejected if µ falls within the shaded areas shown in
Figure 4.10(b) and Figure 4.10(c), respectively. In each case the shaded area repre-
sents 5% of the area under the probability distribution curve. These are examples of
one-tailed significance tests.

For a fixed confidence level, a two-tailed test is always the more conservative test
because it requires a larger difference between

–
X and µ to reject the null hypothesis.

Most significance tests are applied when there is no a priori expectation about the
relative magnitudes of the parameters being compared. A two-tailed significance test,
therefore, is usually the appropriate choice. One-tailed significance tests are reserved
for situations when we have reason to expect one parameter to be larger or smaller
than the other. For example, a one-tailed significance test would be appropriate for
our earlier example regarding a medication’s effect on blood glucose levels since we
believe that the medication will lower the concentration of glucose.

4E.4 Errors in Significance Testing
Since significance tests are based on probabilities, their interpretation is naturally
subject to error. As we have already seen, significance tests are carried out at a sig-
nificance level, α, that defines the probability of rejecting a null hypothesis that is
true. For example, when a significance test is conducted at α = 0.05, there is a 5%
probability that the null hypothesis will be incorrectly rejected. This is known as a
type 1 error, and its risk is always equivalent to α. Type 1 errors in two-tailed and
one-tailed significance tests are represented by the shaded areas under the probabil-
ity distribution curves in Figure 4.10.

The second type of error occurs when the null hypothesis is retained even
though it is false and should be rejected. This is known as a type 2 error, and its
probability of occurrence is β. Unfortunately, in most cases β cannot be easily cal-
culated or estimated.
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Values
(a)

Values
(b)

Values
(c)

two-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at either
end of the normal distribution.

type 1 error
The risk of falsely rejecting the null
hypothesis (α).

type 2 error
The risk of falsely retaining the null
hypothesis (β).

one-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at only
one end of the normal distribution.
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 во однос на μ е прикажан во следниот пример.

Figure 4.11
Relationship between confidence intervals
and results of a significance test. (a) The
shaded area under the normal distribution
curves shows the apparent confidence
intervals for the sample based on texp. The
solid bars in (b) and (c) show the actual
confidence intervals that can be explained by
indeterminate error using the critical value of
(α,ν). In part (b) the null hypothesis is
rejected and the alternative hypothesis is
accepted. In part (c) the null hypothesis is
retained.
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The probability of a type 1 error is inversely related to the probability of a type
2 error. Minimizing a type 1 error by decreasing α, for example, increases the likeli-
hood of a type 2 error. The value of α chosen for a particular significance test,
therefore, represents a compromise between these two types of error. Most of the
examples in this text use a 95% confidence level, or α = 0.05, since this is the most
frequently used confidence level for the majority of analytical work. It is not 
unusual, however, for more stringent (e.g. α = 0.01) or for more lenient 
(e.g. α = 0.10) confidence levels to be used.

4F Statistical Methods for Normal Distributions
The most commonly encountered probability distribution is the normal, or Gauss-
ian, distribution. A normal distribution is characterized by a true mean, µ, and vari-
ance, σ2, which are estimated using  

–
X and s2. Since the area between any two limits

of a normal distribution is well defined, the construction and evaluation of signifi-
cance tests are straightforward.

4F.1 Comparing –X to µ
One approach for validating a new analytical method is to analyze a standard 
sample containing a known amount of analyte, µ. The method’s accuracy is judged
by determining the average amount of analyte in several samples,

–
X, and using 

a significance test to compare it with µ. The null hypothesis is that 
–
X and µ are 

the same and that any difference between the two values can be explained by in-
determinate errors affecting the determination of 

–
X . The alternative hypothesis is

that the difference between 
–
X and µ is too large to be explained by indeterminate

error.
The equation for the test (experimental) statistic, texp, is derived from the confi-

dence interval for µ

4.14

Rearranging equation 4.14

4.15

gives the value of texp when µ is at either the right or left edge of the sample’s ap-
parent confidence interval (Figure 4.11a). The value of texp is compared with a
critical value, t(α ,ν), which is determined by the chosen significance level, α , the
degrees of freedom for the sample, ν, and whether the significance test is one-
tailed or two-tailed. Values for t(α ,ν) are found in Appendix 1B. The critical
value t(α ,ν) defines the confidence interval that can be explained by indetermi-
nate errors. If texp is greater than t(α ,ν), then the confidence interval for the data
is wider than that expected from indeterminate errors (Figure 4.11b). In this case,
the null hypothesis is rejected and the alternative hypothesis is accepted. If texp is
less than or equal to t(α ,ν), then the confidence interval for the data could be at-
tributed to indeterminate error, and the null hypothesis is retained at the stated
significance level (Figure 4.11c).

A typical application of this significance test, which is known as a t-test of 
–
X to

µ, is outlined in the following example.

t
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exp =
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Statistical test for comparing two mean
values to see if their difference is too
large to be explained by indeterminate
error.
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(a)

(б)

(в)

Слика 4.11 
Односот помеѓу интервалите на доверба 
и резултатите од тестовите на значајност. 
(а) Затемнетата површина под кривата 
на нормална распределба го покажува 
интервалот на доверба, прикажан преку 
texp. Дебелите линии на сликите (б) и (в) 
ги покажуваат вистинските интервали 
на доверба, резултат на неопределени 
грешки, со користење на критичните 
вредности за t(α; ν). Во делот (б) нултата 
хипотеза се отфрла, а алтернативната се 
прифаќа. Во делот (в) нултата хипотеза се 
задржува.

t-тест
Статистички тест за споредба на две средни 
вредности за да се провери дали постојната 
разлика е преголема за да може да се 
припише на неопределени грешки.
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Пред да се определи количеството на Na2CO3 во еден примерок, една студентка 
решава да ја провери својата работа со анализа на примерок за кој е познато 
дека содржи 98,76% Na2CO3. Анализирани се пет паралелни проби и добиени 
се следните резултати за масениот удел на Na2CO3 во стандардот:

98,71%    98,59%    98,62%    98,44%    98,58%

Дали средната вредност за овие пет анализирани примероци значително се 
разликува од декларираната, при ниво на доверба од 95% (α = 0,05)?
Решение

Средната вредност и стандардната девијација за петте анализирани проби се 
дадени подолу
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EXAMPLE 4.16
Before determining the amount of Na2CO3 in an unknown sample, a student
decides to check her procedure by analyzing a sample known to contain
98.76% w/w Na2CO3. Five replicate determinations of the %w/w Na2CO3 in the
standard were made with the following results

98.71% 98.59% 98.62% 98.44% 98.58%

Is the mean for these five trials significantly different from the accepted value at
the 95% confidence level (α = 0.05)?

SOLUTION

The mean and standard deviation for the five trials are
–
X = 98.59 s = 0.0973

Since there is no reason to believe that 
–
X must be either larger or smaller than

µ, the use of a two-tailed significance test is appropriate. The null and
alternative hypotheses are

H0:
–
X = µ HA:

–
X ↑ µ

The test statistic is

The critical value for t(0.05,4), as found in Appendix 1B, is 2.78. Since texp is
greater than t(0.05, 4), we must reject the null hypothesis and accept the
alternative hypothesis. At the 95% confidence level the difference between
–
X and µ is significant and cannot be explained by indeterminate sources of
error. There is evidence, therefore, that the results are affected by a determinate
source of error.

If evidence for a determinate error is found, as in Example 4.16, its source
should be identified and corrected before analyzing additional samples. Failing to
reject the null hypothesis, however, does not imply that the method is accurate, but
only indicates that there is insufficient evidence to prove the method inaccurate at
the stated confidence level.

The utility of the t-test for 
–
X and µ is improved by optimizing the conditions

used in determining
–
X. Examining equation 4.15 shows that increasing the num-

ber of replicate determinations, n, or improving the precision of the analysis en-
hances the utility of this significance test. A t-test can only give useful results,
however, if the standard deviation for the analysis is reasonable. If the standard
deviation is substantially larger than the expected standard deviation, σ, the con-
fidence interval around 

–
X will be so large that a significant difference between

–
X and µ may be difficult to prove. On the other hand, if the standard deviation is
significantly smaller than expected, the confidence interval around 

–
X will be too

small, and a significant difference between 
–
X and µ may be found when none ex-

ists. A significance test that can be used to evaluate the standard deviation is the
subject of the next section.

t
X n

s
exp

. .

.
.=

− ×
=

− ×
=

µ 98 76 98 59 5

0 0973
3 91
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Со оглед на тоа што нема причина да се очекува 

Figure 4.10
Examples of (a) two-tailed, (b) and (c) one-
tailed, significance tests. The shaded areas in
each curve represent the values for which
the null hypothesis is rejected.

4E.3 One-Tailed and Two-Tailed Significance Tests
Consider the situation when the accuracy of a new analytical method is evaluated by
analyzing a standard reference material with a known µ. A sample of the standard is
analyzed, and the sample’s mean is determined. The null hypothesis is that the sam-
ple’s mean is equal to µ

H0:
–
X = µ

If the significance test is conducted at the 95% confidence level (α = 0.05), then the
null hypothesis will be retained if a 95% confidence interval around  

–
X contains µ. If

the alternative hypothesis is

HA:
–
X ↑ µ

then the null hypothesis will be rejected, and the alternative hypothesis accepted if µ
lies in either of the shaded areas at the tails of the sample’s probability distribution
(Figure 4.10a). Each of the shaded areas accounts for 2.5% of the area under the
probability distribution curve. This is called a two-tailed significance test because
the null hypothesis is rejected for values of µ at either extreme of the sample’s prob-
ability distribution.

The alternative hypothesis also can be stated in one of two additional ways

HA:
–
X > µ

HA:
–
X < µ

for which the null hypothesis is rejected if µ falls within the shaded areas shown in
Figure 4.10(b) and Figure 4.10(c), respectively. In each case the shaded area repre-
sents 5% of the area under the probability distribution curve. These are examples of
one-tailed significance tests.

For a fixed confidence level, a two-tailed test is always the more conservative test
because it requires a larger difference between

–
X and µ to reject the null hypothesis.

Most significance tests are applied when there is no a priori expectation about the
relative magnitudes of the parameters being compared. A two-tailed significance test,
therefore, is usually the appropriate choice. One-tailed significance tests are reserved
for situations when we have reason to expect one parameter to be larger or smaller
than the other. For example, a one-tailed significance test would be appropriate for
our earlier example regarding a medication’s effect on blood glucose levels since we
believe that the medication will lower the concentration of glucose.

4E.4 Errors in Significance Testing
Since significance tests are based on probabilities, their interpretation is naturally
subject to error. As we have already seen, significance tests are carried out at a sig-
nificance level, α, that defines the probability of rejecting a null hypothesis that is
true. For example, when a significance test is conducted at α = 0.05, there is a 5%
probability that the null hypothesis will be incorrectly rejected. This is known as a
type 1 error, and its risk is always equivalent to α. Type 1 errors in two-tailed and
one-tailed significance tests are represented by the shaded areas under the probabil-
ity distribution curves in Figure 4.10.

The second type of error occurs when the null hypothesis is retained even
though it is false and should be rejected. This is known as a type 2 error, and its
probability of occurrence is β. Unfortunately, in most cases β cannot be easily cal-
culated or estimated.
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Values
(a)

Values
(b)

Values
(c)

two-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at either
end of the normal distribution.

type 1 error
The risk of falsely rejecting the null
hypothesis (α).

type 2 error
The risk of falsely retaining the null
hypothesis (β).

one-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at only
one end of the normal distribution.
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 да биде само помало или 
само поголемо од μ, во овој случај ќе треба да се употреби двостран тест. 
Нултата и алтернативната хипотеза се дадени подолу
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EXAMPLE 4.16
Before determining the amount of Na2CO3 in an unknown sample, a student
decides to check her procedure by analyzing a sample known to contain
98.76% w/w Na2CO3. Five replicate determinations of the %w/w Na2CO3 in the
standard were made with the following results

98.71% 98.59% 98.62% 98.44% 98.58%

Is the mean for these five trials significantly different from the accepted value at
the 95% confidence level (α = 0.05)?

SOLUTION

The mean and standard deviation for the five trials are
–
X = 98.59 s = 0.0973

Since there is no reason to believe that 
–
X must be either larger or smaller than

µ, the use of a two-tailed significance test is appropriate. The null and
alternative hypotheses are

H0:
–
X = µ HA:

–
X ↑ µ

The test statistic is

The critical value for t(0.05,4), as found in Appendix 1B, is 2.78. Since texp is
greater than t(0.05, 4), we must reject the null hypothesis and accept the
alternative hypothesis. At the 95% confidence level the difference between
–
X and µ is significant and cannot be explained by indeterminate sources of
error. There is evidence, therefore, that the results are affected by a determinate
source of error.

If evidence for a determinate error is found, as in Example 4.16, its source
should be identified and corrected before analyzing additional samples. Failing to
reject the null hypothesis, however, does not imply that the method is accurate, but
only indicates that there is insufficient evidence to prove the method inaccurate at
the stated confidence level.

The utility of the t-test for 
–
X and µ is improved by optimizing the conditions

used in determining
–
X. Examining equation 4.15 shows that increasing the num-

ber of replicate determinations, n, or improving the precision of the analysis en-
hances the utility of this significance test. A t-test can only give useful results,
however, if the standard deviation for the analysis is reasonable. If the standard
deviation is substantially larger than the expected standard deviation, σ, the con-
fidence interval around 

–
X will be so large that a significant difference between

–
X and µ may be difficult to prove. On the other hand, if the standard deviation is
significantly smaller than expected, the confidence interval around 

–
X will be too

small, and a significant difference between 
–
X and µ may be found when none ex-

ists. A significance test that can be used to evaluate the standard deviation is the
subject of the next section.
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texp се пресметува на следниот  начин
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EXAMPLE 4.16
Before determining the amount of Na2CO3 in an unknown sample, a student
decides to check her procedure by analyzing a sample known to contain
98.76% w/w Na2CO3. Five replicate determinations of the %w/w Na2CO3 in the
standard were made with the following results

98.71% 98.59% 98.62% 98.44% 98.58%

Is the mean for these five trials significantly different from the accepted value at
the 95% confidence level (α = 0.05)?

SOLUTION

The mean and standard deviation for the five trials are
–
X = 98.59 s = 0.0973

Since there is no reason to believe that 
–
X must be either larger or smaller than

µ, the use of a two-tailed significance test is appropriate. The null and
alternative hypotheses are

H0:
–
X = µ HA:

–
X ↑ µ

The test statistic is

The critical value for t(0.05,4), as found in Appendix 1B, is 2.78. Since texp is
greater than t(0.05, 4), we must reject the null hypothesis and accept the
alternative hypothesis. At the 95% confidence level the difference between
–
X and µ is significant and cannot be explained by indeterminate sources of
error. There is evidence, therefore, that the results are affected by a determinate
source of error.

If evidence for a determinate error is found, as in Example 4.16, its source
should be identified and corrected before analyzing additional samples. Failing to
reject the null hypothesis, however, does not imply that the method is accurate, but
only indicates that there is insufficient evidence to prove the method inaccurate at
the stated confidence level.

The utility of the t-test for 
–
X and µ is improved by optimizing the conditions

used in determining
–
X. Examining equation 4.15 shows that increasing the num-

ber of replicate determinations, n, or improving the precision of the analysis en-
hances the utility of this significance test. A t-test can only give useful results,
however, if the standard deviation for the analysis is reasonable. If the standard
deviation is substantially larger than the expected standard deviation, σ, the con-
fidence interval around 

–
X will be so large that a significant difference between

–
X and µ may be difficult to prove. On the other hand, if the standard deviation is
significantly smaller than expected, the confidence interval around 

–
X will be too

small, and a significant difference between 
–
X and µ may be found when none ex-

ists. A significance test that can be used to evaluate the standard deviation is the
subject of the next section.
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Критичната вредност за t(0,05; 4), прочитана од Додаток 1Б, изнесува 2,78. Со 
оглед на тоа што texp е поголемо од t(0,05; 4), нултата хипотеза мора да се 
отфрли и се прифаќа алтернативната хипотеза. При ниво на доверба од 95%, 
разликата помеѓу 

Figure 4.10
Examples of (a) two-tailed, (b) and (c) one-
tailed, significance tests. The shaded areas in
each curve represent the values for which
the null hypothesis is rejected.

4E.3 One-Tailed and Two-Tailed Significance Tests
Consider the situation when the accuracy of a new analytical method is evaluated by
analyzing a standard reference material with a known µ. A sample of the standard is
analyzed, and the sample’s mean is determined. The null hypothesis is that the sam-
ple’s mean is equal to µ

H0:
–
X = µ

If the significance test is conducted at the 95% confidence level (α = 0.05), then the
null hypothesis will be retained if a 95% confidence interval around  

–
X contains µ. If

the alternative hypothesis is

HA:
–
X ↑ µ

then the null hypothesis will be rejected, and the alternative hypothesis accepted if µ
lies in either of the shaded areas at the tails of the sample’s probability distribution
(Figure 4.10a). Each of the shaded areas accounts for 2.5% of the area under the
probability distribution curve. This is called a two-tailed significance test because
the null hypothesis is rejected for values of µ at either extreme of the sample’s prob-
ability distribution.

The alternative hypothesis also can be stated in one of two additional ways

HA:
–
X > µ

HA:
–
X < µ

for which the null hypothesis is rejected if µ falls within the shaded areas shown in
Figure 4.10(b) and Figure 4.10(c), respectively. In each case the shaded area repre-
sents 5% of the area under the probability distribution curve. These are examples of
one-tailed significance tests.

For a fixed confidence level, a two-tailed test is always the more conservative test
because it requires a larger difference between

–
X and µ to reject the null hypothesis.

Most significance tests are applied when there is no a priori expectation about the
relative magnitudes of the parameters being compared. A two-tailed significance test,
therefore, is usually the appropriate choice. One-tailed significance tests are reserved
for situations when we have reason to expect one parameter to be larger or smaller
than the other. For example, a one-tailed significance test would be appropriate for
our earlier example regarding a medication’s effect on blood glucose levels since we
believe that the medication will lower the concentration of glucose.

4E.4 Errors in Significance Testing
Since significance tests are based on probabilities, their interpretation is naturally
subject to error. As we have already seen, significance tests are carried out at a sig-
nificance level, α, that defines the probability of rejecting a null hypothesis that is
true. For example, when a significance test is conducted at α = 0.05, there is a 5%
probability that the null hypothesis will be incorrectly rejected. This is known as a
type 1 error, and its risk is always equivalent to α. Type 1 errors in two-tailed and
one-tailed significance tests are represented by the shaded areas under the probabil-
ity distribution curves in Figure 4.10.

The second type of error occurs when the null hypothesis is retained even
though it is false and should be rejected. This is known as a type 2 error, and its
probability of occurrence is β. Unfortunately, in most cases β cannot be easily cal-
culated or estimated.
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Values
(a)

Values
(b)

Values
(c)

two-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at either
end of the normal distribution.

type 1 error
The risk of falsely rejecting the null
hypothesis (α).

type 2 error
The risk of falsely retaining the null
hypothesis (β).

one-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at only
one end of the normal distribution.
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 и μ е значајна и не може да се протолкува само како 
резултат на неопределени грешки. Според ова, постои доказ дека на резултатите 
влијаат и извори на определени грешки.

П
ри
м
ер Пример 4.16

Доколку постои доказ за постоење на определени грешки, како што е случај 
со пример 4.15, нејзиното потекло треба да се открие и да се отстрани пред да се 
продолжи со анализа на дополнителни примероци. Исто така, важно е да се каже 
дека неможноста да се отфрли нултата хипотеза не значи дека методата е точна, 
туку само дека не постојат доволно докази со кои може да се покаже дека таа не е 
точна, при одбраното ниво на доверба.

Резултатите од примената на t-тестот за 

Figure 4.10
Examples of (a) two-tailed, (b) and (c) one-
tailed, significance tests. The shaded areas in
each curve represent the values for which
the null hypothesis is rejected.

4E.3 One-Tailed and Two-Tailed Significance Tests
Consider the situation when the accuracy of a new analytical method is evaluated by
analyzing a standard reference material with a known µ. A sample of the standard is
analyzed, and the sample’s mean is determined. The null hypothesis is that the sam-
ple’s mean is equal to µ

H0:
–
X = µ

If the significance test is conducted at the 95% confidence level (α = 0.05), then the
null hypothesis will be retained if a 95% confidence interval around  

–
X contains µ. If

the alternative hypothesis is

HA:
–
X ↑ µ

then the null hypothesis will be rejected, and the alternative hypothesis accepted if µ
lies in either of the shaded areas at the tails of the sample’s probability distribution
(Figure 4.10a). Each of the shaded areas accounts for 2.5% of the area under the
probability distribution curve. This is called a two-tailed significance test because
the null hypothesis is rejected for values of µ at either extreme of the sample’s prob-
ability distribution.

The alternative hypothesis also can be stated in one of two additional ways

HA:
–
X > µ

HA:
–
X < µ

for which the null hypothesis is rejected if µ falls within the shaded areas shown in
Figure 4.10(b) and Figure 4.10(c), respectively. In each case the shaded area repre-
sents 5% of the area under the probability distribution curve. These are examples of
one-tailed significance tests.

For a fixed confidence level, a two-tailed test is always the more conservative test
because it requires a larger difference between

–
X and µ to reject the null hypothesis.

Most significance tests are applied when there is no a priori expectation about the
relative magnitudes of the parameters being compared. A two-tailed significance test,
therefore, is usually the appropriate choice. One-tailed significance tests are reserved
for situations when we have reason to expect one parameter to be larger or smaller
than the other. For example, a one-tailed significance test would be appropriate for
our earlier example regarding a medication’s effect on blood glucose levels since we
believe that the medication will lower the concentration of glucose.

4E.4 Errors in Significance Testing
Since significance tests are based on probabilities, their interpretation is naturally
subject to error. As we have already seen, significance tests are carried out at a sig-
nificance level, α, that defines the probability of rejecting a null hypothesis that is
true. For example, when a significance test is conducted at α = 0.05, there is a 5%
probability that the null hypothesis will be incorrectly rejected. This is known as a
type 1 error, and its risk is always equivalent to α. Type 1 errors in two-tailed and
one-tailed significance tests are represented by the shaded areas under the probabil-
ity distribution curves in Figure 4.10.

The second type of error occurs when the null hypothesis is retained even
though it is false and should be rejected. This is known as a type 2 error, and its
probability of occurrence is β. Unfortunately, in most cases β cannot be easily cal-
culated or estimated.
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Values
(a)

Values
(b)

Values
(c)

two-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at either
end of the normal distribution.

type 1 error
The risk of falsely rejecting the null
hypothesis (α).

type 2 error
The risk of falsely retaining the null
hypothesis (β).

one-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at only
one end of the normal distribution.
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 и μ може да се подобрат доколку се 
подобрат условите за определување на 

Figure 4.10
Examples of (a) two-tailed, (b) and (c) one-
tailed, significance tests. The shaded areas in
each curve represent the values for which
the null hypothesis is rejected.

4E.3 One-Tailed and Two-Tailed Significance Tests
Consider the situation when the accuracy of a new analytical method is evaluated by
analyzing a standard reference material with a known µ. A sample of the standard is
analyzed, and the sample’s mean is determined. The null hypothesis is that the sam-
ple’s mean is equal to µ

H0:
–
X = µ

If the significance test is conducted at the 95% confidence level (α = 0.05), then the
null hypothesis will be retained if a 95% confidence interval around  

–
X contains µ. If

the alternative hypothesis is

HA:
–
X ↑ µ

then the null hypothesis will be rejected, and the alternative hypothesis accepted if µ
lies in either of the shaded areas at the tails of the sample’s probability distribution
(Figure 4.10a). Each of the shaded areas accounts for 2.5% of the area under the
probability distribution curve. This is called a two-tailed significance test because
the null hypothesis is rejected for values of µ at either extreme of the sample’s prob-
ability distribution.

The alternative hypothesis also can be stated in one of two additional ways

HA:
–
X > µ

HA:
–
X < µ

for which the null hypothesis is rejected if µ falls within the shaded areas shown in
Figure 4.10(b) and Figure 4.10(c), respectively. In each case the shaded area repre-
sents 5% of the area under the probability distribution curve. These are examples of
one-tailed significance tests.

For a fixed confidence level, a two-tailed test is always the more conservative test
because it requires a larger difference between

–
X and µ to reject the null hypothesis.

Most significance tests are applied when there is no a priori expectation about the
relative magnitudes of the parameters being compared. A two-tailed significance test,
therefore, is usually the appropriate choice. One-tailed significance tests are reserved
for situations when we have reason to expect one parameter to be larger or smaller
than the other. For example, a one-tailed significance test would be appropriate for
our earlier example regarding a medication’s effect on blood glucose levels since we
believe that the medication will lower the concentration of glucose.

4E.4 Errors in Significance Testing
Since significance tests are based on probabilities, their interpretation is naturally
subject to error. As we have already seen, significance tests are carried out at a sig-
nificance level, α, that defines the probability of rejecting a null hypothesis that is
true. For example, when a significance test is conducted at α = 0.05, there is a 5%
probability that the null hypothesis will be incorrectly rejected. This is known as a
type 1 error, and its risk is always equivalent to α. Type 1 errors in two-tailed and
one-tailed significance tests are represented by the shaded areas under the probabil-
ity distribution curves in Figure 4.10.

The second type of error occurs when the null hypothesis is retained even
though it is false and should be rejected. This is known as a type 2 error, and its
probability of occurrence is β. Unfortunately, in most cases β cannot be easily cal-
culated or estimated.
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Values
(a)

Values
(b)

Values
(c)

two-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at either
end of the normal distribution.

type 1 error
The risk of falsely rejecting the null
hypothesis (α).

type 2 error
The risk of falsely retaining the null
hypothesis (β).

one-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at only
one end of the normal distribution.

1400-CH04  9/8/99  3:54 PM  Page 84

. Од равенката 4.15 може да се забележи 
дека зголемувањето на бројот на анализирани примероци, n, или пак зголемување 
на прецизноста на анализата може да доведе до поголеми вредности за texp. Сепак, 
t-тестот дава добри резултати само во случај на добра проценка на стандардната 
девијација, добиена од анализата. Доколку, пак, стандардната девијација е 
значително поголема од вистинската стандардна девијација, σ, интервалите на 
доверба околу 

Figure 4.10
Examples of (a) two-tailed, (b) and (c) one-
tailed, significance tests. The shaded areas in
each curve represent the values for which
the null hypothesis is rejected.

4E.3 One-Tailed and Two-Tailed Significance Tests
Consider the situation when the accuracy of a new analytical method is evaluated by
analyzing a standard reference material with a known µ. A sample of the standard is
analyzed, and the sample’s mean is determined. The null hypothesis is that the sam-
ple’s mean is equal to µ

H0:
–
X = µ

If the significance test is conducted at the 95% confidence level (α = 0.05), then the
null hypothesis will be retained if a 95% confidence interval around  

–
X contains µ. If

the alternative hypothesis is

HA:
–
X ↑ µ

then the null hypothesis will be rejected, and the alternative hypothesis accepted if µ
lies in either of the shaded areas at the tails of the sample’s probability distribution
(Figure 4.10a). Each of the shaded areas accounts for 2.5% of the area under the
probability distribution curve. This is called a two-tailed significance test because
the null hypothesis is rejected for values of µ at either extreme of the sample’s prob-
ability distribution.

The alternative hypothesis also can be stated in one of two additional ways

HA:
–
X > µ

HA:
–
X < µ

for which the null hypothesis is rejected if µ falls within the shaded areas shown in
Figure 4.10(b) and Figure 4.10(c), respectively. In each case the shaded area repre-
sents 5% of the area under the probability distribution curve. These are examples of
one-tailed significance tests.

For a fixed confidence level, a two-tailed test is always the more conservative test
because it requires a larger difference between

–
X and µ to reject the null hypothesis.

Most significance tests are applied when there is no a priori expectation about the
relative magnitudes of the parameters being compared. A two-tailed significance test,
therefore, is usually the appropriate choice. One-tailed significance tests are reserved
for situations when we have reason to expect one parameter to be larger or smaller
than the other. For example, a one-tailed significance test would be appropriate for
our earlier example regarding a medication’s effect on blood glucose levels since we
believe that the medication will lower the concentration of glucose.

4E.4 Errors in Significance Testing
Since significance tests are based on probabilities, their interpretation is naturally
subject to error. As we have already seen, significance tests are carried out at a sig-
nificance level, α, that defines the probability of rejecting a null hypothesis that is
true. For example, when a significance test is conducted at α = 0.05, there is a 5%
probability that the null hypothesis will be incorrectly rejected. This is known as a
type 1 error, and its risk is always equivalent to α. Type 1 errors in two-tailed and
one-tailed significance tests are represented by the shaded areas under the probabil-
ity distribution curves in Figure 4.10.

The second type of error occurs when the null hypothesis is retained even
though it is false and should be rejected. This is known as a type 2 error, and its
probability of occurrence is β. Unfortunately, in most cases β cannot be easily cal-
culated or estimated.
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Values
(a)

Values
(b)

Values
(c)

two-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at either
end of the normal distribution.

type 1 error
The risk of falsely rejecting the null
hypothesis (α).

type 2 error
The risk of falsely retaining the null
hypothesis (β).

one-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at only
one end of the normal distribution.
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 ќе бидат толку големи, што постоењето на статистички значајна 
разлика нема да може да се докаже. Од друга страна, пак, доколку стандардната 
девијација е значително помала, интервалите на доверба околу 

Figure 4.10
Examples of (a) two-tailed, (b) and (c) one-
tailed, significance tests. The shaded areas in
each curve represent the values for which
the null hypothesis is rejected.

4E.3 One-Tailed and Two-Tailed Significance Tests
Consider the situation when the accuracy of a new analytical method is evaluated by
analyzing a standard reference material with a known µ. A sample of the standard is
analyzed, and the sample’s mean is determined. The null hypothesis is that the sam-
ple’s mean is equal to µ

H0:
–
X = µ

If the significance test is conducted at the 95% confidence level (α = 0.05), then the
null hypothesis will be retained if a 95% confidence interval around  

–
X contains µ. If

the alternative hypothesis is

HA:
–
X ↑ µ

then the null hypothesis will be rejected, and the alternative hypothesis accepted if µ
lies in either of the shaded areas at the tails of the sample’s probability distribution
(Figure 4.10a). Each of the shaded areas accounts for 2.5% of the area under the
probability distribution curve. This is called a two-tailed significance test because
the null hypothesis is rejected for values of µ at either extreme of the sample’s prob-
ability distribution.

The alternative hypothesis also can be stated in one of two additional ways

HA:
–
X > µ

HA:
–
X < µ

for which the null hypothesis is rejected if µ falls within the shaded areas shown in
Figure 4.10(b) and Figure 4.10(c), respectively. In each case the shaded area repre-
sents 5% of the area under the probability distribution curve. These are examples of
one-tailed significance tests.

For a fixed confidence level, a two-tailed test is always the more conservative test
because it requires a larger difference between

–
X and µ to reject the null hypothesis.

Most significance tests are applied when there is no a priori expectation about the
relative magnitudes of the parameters being compared. A two-tailed significance test,
therefore, is usually the appropriate choice. One-tailed significance tests are reserved
for situations when we have reason to expect one parameter to be larger or smaller
than the other. For example, a one-tailed significance test would be appropriate for
our earlier example regarding a medication’s effect on blood glucose levels since we
believe that the medication will lower the concentration of glucose.

4E.4 Errors in Significance Testing
Since significance tests are based on probabilities, their interpretation is naturally
subject to error. As we have already seen, significance tests are carried out at a sig-
nificance level, α, that defines the probability of rejecting a null hypothesis that is
true. For example, when a significance test is conducted at α = 0.05, there is a 5%
probability that the null hypothesis will be incorrectly rejected. This is known as a
type 1 error, and its risk is always equivalent to α. Type 1 errors in two-tailed and
one-tailed significance tests are represented by the shaded areas under the probabil-
ity distribution curves in Figure 4.10.

The second type of error occurs when the null hypothesis is retained even
though it is false and should be rejected. This is known as a type 2 error, and its
probability of occurrence is β. Unfortunately, in most cases β cannot be easily cal-
culated or estimated.
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Values
(a)

Values
(b)

Values
(c)

two-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at either
end of the normal distribution.

type 1 error
The risk of falsely rejecting the null
hypothesis (α).

type 2 error
The risk of falsely retaining the null
hypothesis (β).

one-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at only
one end of the normal distribution.
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 ќе бидат премногу 
мали, па значителна разлика помеѓу 

Figure 4.10
Examples of (a) two-tailed, (b) and (c) one-
tailed, significance tests. The shaded areas in
each curve represent the values for which
the null hypothesis is rejected.

4E.3 One-Tailed and Two-Tailed Significance Tests
Consider the situation when the accuracy of a new analytical method is evaluated by
analyzing a standard reference material with a known µ. A sample of the standard is
analyzed, and the sample’s mean is determined. The null hypothesis is that the sam-
ple’s mean is equal to µ

H0:
–
X = µ

If the significance test is conducted at the 95% confidence level (α = 0.05), then the
null hypothesis will be retained if a 95% confidence interval around  

–
X contains µ. If

the alternative hypothesis is

HA:
–
X ↑ µ

then the null hypothesis will be rejected, and the alternative hypothesis accepted if µ
lies in either of the shaded areas at the tails of the sample’s probability distribution
(Figure 4.10a). Each of the shaded areas accounts for 2.5% of the area under the
probability distribution curve. This is called a two-tailed significance test because
the null hypothesis is rejected for values of µ at either extreme of the sample’s prob-
ability distribution.

The alternative hypothesis also can be stated in one of two additional ways

HA:
–
X > µ

HA:
–
X < µ

for which the null hypothesis is rejected if µ falls within the shaded areas shown in
Figure 4.10(b) and Figure 4.10(c), respectively. In each case the shaded area repre-
sents 5% of the area under the probability distribution curve. These are examples of
one-tailed significance tests.

For a fixed confidence level, a two-tailed test is always the more conservative test
because it requires a larger difference between

–
X and µ to reject the null hypothesis.

Most significance tests are applied when there is no a priori expectation about the
relative magnitudes of the parameters being compared. A two-tailed significance test,
therefore, is usually the appropriate choice. One-tailed significance tests are reserved
for situations when we have reason to expect one parameter to be larger or smaller
than the other. For example, a one-tailed significance test would be appropriate for
our earlier example regarding a medication’s effect on blood glucose levels since we
believe that the medication will lower the concentration of glucose.

4E.4 Errors in Significance Testing
Since significance tests are based on probabilities, their interpretation is naturally
subject to error. As we have already seen, significance tests are carried out at a sig-
nificance level, α, that defines the probability of rejecting a null hypothesis that is
true. For example, when a significance test is conducted at α = 0.05, there is a 5%
probability that the null hypothesis will be incorrectly rejected. This is known as a
type 1 error, and its risk is always equivalent to α. Type 1 errors in two-tailed and
one-tailed significance tests are represented by the shaded areas under the probabil-
ity distribution curves in Figure 4.10.

The second type of error occurs when the null hypothesis is retained even
though it is false and should be rejected. This is known as a type 2 error, and its
probability of occurrence is β. Unfortunately, in most cases β cannot be easily cal-
culated or estimated.
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Values
(a)

Values
(b)

Values
(c)

two-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at either
end of the normal distribution.

type 1 error
The risk of falsely rejecting the null
hypothesis (α).

type 2 error
The risk of falsely retaining the null
hypothesis (β).

one-tailed significance test
Significance test in which the null
hypothesis is rejected for values at only
one end of the normal distribution.

1400-CH04  9/8/99  3:54 PM  Page 84

 и μ може да се најде дури и кога таа не 
постои. Тест на значајност, што може да се користи за споредба на стандардни 
девијации, ќе биде прикажан во следната секција.
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4Ѓ.2 Споредба на s2 со σ
При постојано анализирање на некој тип на примероци, можно е да се определи 
вистинската вредност за варијанцата, σ2, за дадениот тип на анализа. Ова е чест 
случај во клиничките лаборатории, каде стотици примероци од крв се анализираат 
секој ден. Со повторена анализа на една иста проба може да се добие варијанцата 
на примерокот, s2. Со статистичката споредба на s2 со σ2 се добива корисна 
информација за тоа дали изведувањето на анализата е под „статистичка контрола“. 
Нултата хипотеза претпоставува дека s2 и σ2 се идентични, а алтернативната 
хипотеза претпоставува дека тие не се идентични.
Статистичкиот тест за проверка на нултата хипотеза се нарекува F-тест, и се 
пресметува не еден од следниве два начина:
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4F.2 Comparing s2 to σ2

When a particular type of sample is analyzed on a regular basis, it may be possible
to determine the expected, or true variance, σ2, for the analysis. This often is the
case in clinical labs where hundreds of blood samples are analyzed each day. Repli-
cate analyses of any single sample, however, results in a sample variance, s2. A statis-
tical comparison of s2 to σ2 provides useful information about whether the analysis
is in a state of “statistical control.” The null hypothesis is that s2 and σ2 are identical,
and the alternative hypothesis is that they are not identical.

The test statistic for evaluating the null hypothesis is called an F-test, and is
given as either

4.16
(s2 > σ2) (σ2 > s2)

depending on whether s2 is larger or smaller than σ2. Note that Fexp is defined such
that its value is always greater than or equal to 1.

If the null hypothesis is true, then Fexp should equal 1. Due to indeterminate er-
rors, however, the value for Fexp usually is greater than 1. A critical value, F(α, νnum,
νden), gives the largest value of F that can be explained by indeterminate error. It is
chosen for a specified significance level, α, and the degrees of freedom for the vari-
ances in the numerator, νnum, and denominator, νden. The degrees of freedom for s2

is n – 1, where n is the number of replicates used in determining the sample’s vari-
ance. Critical values of F for α = 0.05 are listed in Appendix 1C for both one-tailed
and two-tailed significance tests.

EXAMPLE 4.17

A manufacturer’s process for analyzing aspirin tablets has a known variance of
25. A sample of ten aspirin tablets is selected and analyzed for the amount of
aspirin, yielding the following results

254 249 252 252 249 249 250 247 251 252

Determine whether there is any evidence that the measurement process is not
under statistical control at α = 0.05.

SOLUTION

The variance for the sample of ten tablets is 4.3. A two-tailed significance test is
used since the measurement process is considered out of statistical control if
the sample’s variance is either too good or too poor. The null hypothesis and
alternative hypotheses are

H0: s2 = σ2 HA: s2 ↑ σ2

The test statistic is

The critical value for F(0.05, ∞, 9) from Appendix 1C is 3.33. Since F is greater
than F(0.05,∞, 9), we reject the null hypothesis and accept the alternative
hypothesis that the analysis is not under statistical control. One explanation for
the unreasonably small variance could be that the aspirin tablets were not
selected randomly.
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во зависност од тоа дали s2 е поголемо или помало од σ2. При тоа,  вредноста за Fexp 
секогаш е поголема или еднаква на 1.
Доколку нултата хипотеза е вистинита, тогаш Fexp треба да е еднакво на 1. Но, 
како резултат на неопределени грешки, вредноста на Fexp обично е поголема од 
1. Критичната вредност, F(α; νброител; νименител) ја дава најголемата вредност за F 
што може да се припише на неопределени грешки. Таа се одбира при дадено ниво 
на значајност, α, и за даден број на степени на слобода во броителот, νброител, и во 
именителот, νименител, Бројот на степени на слобода за s2 изнесува n – 1, додека пак, 
n претставува бројот на повторени мерења употребени за да се пресмета варијанцата 
на образецот. Критичните вредности за F (за α = 0,05) се дадени во Додаток 1В, за 
едностран и за двостран тест.

F-тест
Статистички тест за споредба на две 
варијанци што утврдува дали меѓусебната 
разлика е преголема за да се припише на 
неопределени грешки.или

При процесот на произведство на таблети од аспирин, варијанцата изнесува 25. 
Во образец сочинет од десет таблети, анализирана е содржината  на аспирин и 
добиени се следните резултати
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4F.2 Comparing s2 to σ2

When a particular type of sample is analyzed on a regular basis, it may be possible
to determine the expected, or true variance, σ2, for the analysis. This often is the
case in clinical labs where hundreds of blood samples are analyzed each day. Repli-
cate analyses of any single sample, however, results in a sample variance, s2. A statis-
tical comparison of s2 to σ2 provides useful information about whether the analysis
is in a state of “statistical control.” The null hypothesis is that s2 and σ2 are identical,
and the alternative hypothesis is that they are not identical.

The test statistic for evaluating the null hypothesis is called an F-test, and is
given as either

4.16
(s2 > σ2) (σ2 > s2)

depending on whether s2 is larger or smaller than σ2. Note that Fexp is defined such
that its value is always greater than or equal to 1.

If the null hypothesis is true, then Fexp should equal 1. Due to indeterminate er-
rors, however, the value for Fexp usually is greater than 1. A critical value, F(α, νnum,
νden), gives the largest value of F that can be explained by indeterminate error. It is
chosen for a specified significance level, α, and the degrees of freedom for the vari-
ances in the numerator, νnum, and denominator, νden. The degrees of freedom for s2

is n – 1, where n is the number of replicates used in determining the sample’s vari-
ance. Critical values of F for α = 0.05 are listed in Appendix 1C for both one-tailed
and two-tailed significance tests.

EXAMPLE 4.17

A manufacturer’s process for analyzing aspirin tablets has a known variance of
25. A sample of ten aspirin tablets is selected and analyzed for the amount of
aspirin, yielding the following results

254 249 252 252 249 249 250 247 251 252

Determine whether there is any evidence that the measurement process is not
under statistical control at α = 0.05.

SOLUTION

The variance for the sample of ten tablets is 4.3. A two-tailed significance test is
used since the measurement process is considered out of statistical control if
the sample’s variance is either too good or too poor. The null hypothesis and
alternative hypotheses are

H0: s2 = σ2 HA: s2 ↑ σ2

The test statistic is

The critical value for F(0.05, ∞, 9) from Appendix 1C is 3.33. Since F is greater
than F(0.05,∞, 9), we reject the null hypothesis and accept the alternative
hypothesis that the analysis is not under statistical control. One explanation for
the unreasonably small variance could be that the aspirin tablets were not
selected randomly.
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Да се определи дали постои доказ дека процесот на мерење е вон статистичка 
контрола, при α = 0,05.
Решение

Варијанцата за десетте анализирани таблети изнесува 4,3. Процесот на 
мерење се смета дека не е под статистичка контрола, доколку варијанцата на 
примерокот е или многу подобра или многу лоша. Во такви случаи, се користи 
двостран тест на значајност. Нултата и алтернативната хипотеза се дадени 
подолу

Chapter 4 Evaluating Analytical Data 87

4F.2 Comparing s2 to σ2

When a particular type of sample is analyzed on a regular basis, it may be possible
to determine the expected, or true variance, σ2, for the analysis. This often is the
case in clinical labs where hundreds of blood samples are analyzed each day. Repli-
cate analyses of any single sample, however, results in a sample variance, s2. A statis-
tical comparison of s2 to σ2 provides useful information about whether the analysis
is in a state of “statistical control.” The null hypothesis is that s2 and σ2 are identical,
and the alternative hypothesis is that they are not identical.

The test statistic for evaluating the null hypothesis is called an F-test, and is
given as either

4.16
(s2 > σ2) (σ2 > s2)

depending on whether s2 is larger or smaller than σ2. Note that Fexp is defined such
that its value is always greater than or equal to 1.

If the null hypothesis is true, then Fexp should equal 1. Due to indeterminate er-
rors, however, the value for Fexp usually is greater than 1. A critical value, F(α, νnum,
νden), gives the largest value of F that can be explained by indeterminate error. It is
chosen for a specified significance level, α, and the degrees of freedom for the vari-
ances in the numerator, νnum, and denominator, νden. The degrees of freedom for s2

is n – 1, where n is the number of replicates used in determining the sample’s vari-
ance. Critical values of F for α = 0.05 are listed in Appendix 1C for both one-tailed
and two-tailed significance tests.

EXAMPLE 4.17

A manufacturer’s process for analyzing aspirin tablets has a known variance of
25. A sample of ten aspirin tablets is selected and analyzed for the amount of
aspirin, yielding the following results

254 249 252 252 249 249 250 247 251 252

Determine whether there is any evidence that the measurement process is not
under statistical control at α = 0.05.

SOLUTION

The variance for the sample of ten tablets is 4.3. A two-tailed significance test is
used since the measurement process is considered out of statistical control if
the sample’s variance is either too good or too poor. The null hypothesis and
alternative hypotheses are

H0: s2 = σ2 HA: s2 ↑ σ2

The test statistic is

The critical value for F(0.05, ∞, 9) from Appendix 1C is 3.33. Since F is greater
than F(0.05,∞, 9), we reject the null hypothesis and accept the alternative
hypothesis that the analysis is not under statistical control. One explanation for
the unreasonably small variance could be that the aspirin tablets were not
selected randomly.
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Пресметаната вредност за статистиката изнесува:

Chapter 4 Evaluating Analytical Data 87
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When a particular type of sample is analyzed on a regular basis, it may be possible
to determine the expected, or true variance, σ2, for the analysis. This often is the
case in clinical labs where hundreds of blood samples are analyzed each day. Repli-
cate analyses of any single sample, however, results in a sample variance, s2. A statis-
tical comparison of s2 to σ2 provides useful information about whether the analysis
is in a state of “statistical control.” The null hypothesis is that s2 and σ2 are identical,
and the alternative hypothesis is that they are not identical.

The test statistic for evaluating the null hypothesis is called an F-test, and is
given as either

4.16
(s2 > σ2) (σ2 > s2)

depending on whether s2 is larger or smaller than σ2. Note that Fexp is defined such
that its value is always greater than or equal to 1.

If the null hypothesis is true, then Fexp should equal 1. Due to indeterminate er-
rors, however, the value for Fexp usually is greater than 1. A critical value, F(α, νnum,
νden), gives the largest value of F that can be explained by indeterminate error. It is
chosen for a specified significance level, α, and the degrees of freedom for the vari-
ances in the numerator, νnum, and denominator, νden. The degrees of freedom for s2

is n – 1, where n is the number of replicates used in determining the sample’s vari-
ance. Critical values of F for α = 0.05 are listed in Appendix 1C for both one-tailed
and two-tailed significance tests.

EXAMPLE 4.17

A manufacturer’s process for analyzing aspirin tablets has a known variance of
25. A sample of ten aspirin tablets is selected and analyzed for the amount of
aspirin, yielding the following results

254 249 252 252 249 249 250 247 251 252

Determine whether there is any evidence that the measurement process is not
under statistical control at α = 0.05.

SOLUTION

The variance for the sample of ten tablets is 4.3. A two-tailed significance test is
used since the measurement process is considered out of statistical control if
the sample’s variance is either too good or too poor. The null hypothesis and
alternative hypotheses are

H0: s2 = σ2 HA: s2 ↑ σ2

The test statistic is

The critical value for F(0.05, ∞, 9) from Appendix 1C is 3.33. Since F is greater
than F(0.05,∞, 9), we reject the null hypothesis and accept the alternative
hypothesis that the analysis is not under statistical control. One explanation for
the unreasonably small variance could be that the aspirin tablets were not
selected randomly.
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Критичната вредност за F(0,05; ∞; 9), отчитана од Додатокот 1В, изнесува 3.33. 
Со оглед на тоа што Fexp e поголема од F(0,05; ∞; 9), се отфрла нултата и се 
прифаќа алтернативната хипотеза. Тоа значи дека анализата не е статистички 
контролирана. Една од причините за мала варијанца може да биде и тоа што 
таблетите не биле случајно одбрани.

П
ри
м
ер Пример 4.17
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4Ѓ.3 Споредба на варијанците на два обрасци
F-тестот може да се примени и за споредба на варијанци на два обрасци, А и B. За 
таа цел е потребно равенката 4.16 да се запише на следниот начин
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4F.3 Comparing Two Sample Variances
The F-test can be extended to the comparison of variances for two samples, A and
B, by rewriting equation 4.16 as

where A and B are defined such that s2
A is greater than or equal to s2

B. An example of
this application of the F-test is shown in the following example.

EXAMPLE 4.18
Tables 4.1 and 4.8 show results for two separate experiments to determine the
mass of a circulating U.S. penny. Determine whether there is a difference in the
precisions of these analyses at α = 0.05.

SOLUTION

Letting A represent the results in Table 4.1 and B represent the results in Table
4.8, we find that the variances are s2

A = 0.00259 and s2
B = 0.00138. A two-tailed

significance test is used since there is no reason to suspect that the results for
one analysis will be more precise than that of the other. The null and
alternative hypotheses are

H0: s2
A = s2

B HA: s2
A ≠ s2

B

and the test statistic is

The critical value for F(0.05, 6, 4) is 9.197. Since Fexp is less than F(0.05, 6, 4),
the null hypothesis is retained. There is no evidence at the chosen significance
level to suggest that the difference in precisions is significant.

4F.4 Comparing Two Sample Means
The result of an analysis is influenced by three factors: the method, the sample, and
the analyst. The influence of these factors can be studied by conducting a pair of ex-
periments in which only one factor is changed. For example, two methods can be
compared by having the same analyst apply both methods to the same sample and
examining the resulting means. In a similar fashion, it is possible to compare two
analysts or two samples.

Significance testing for comparing two mean values is divided into two cate-
gories depending on the source of the data. Data are said to be unpaired when each
mean is derived from the analysis of several samples drawn from the same source.
Paired data are encountered when analyzing a series of samples drawn from differ-
ent sources.

Unpaired Data Consider two samples, A and B, for which mean values, 
–
XA and

–
XB,

and standard deviations, sA and sB, have been measured. Confidence intervals for µA

and µB can be written for both samples
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Two sets of data consisting of results
obtained using several samples drawn
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каде А и B се дефинирани така што sА2 е поголемо или еднакво на sB2. Примената 
на овој F-тест е прикажана на следниот пример.

Во табелите 4.1 и 4.8 прикажани се резултати од два различни експерименти 
за определување на масата на монети од еден цент кои се во употреба во САД. 
Да се определи дали постои разлика во прецизноста на изведените анализи, 
при α = 0,05.
Решение

Ако со А се означат резултатите од табела 4.1, а со B резултатите од табела 
4.8, соодветните варијанци изнесуваат  sА2 = 0,00259 и  sB2 = 0,00138. Се 
употребува двостран тест, со оглед на тоа што не постои причина поради која 
резултатите од едната анализа би биле попрецизни од резултатите од другата 
анализа. Нултата и алтернативната хипотеза се дадени подолу
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4F.3 Comparing Two Sample Variances
The F-test can be extended to the comparison of variances for two samples, A and
B, by rewriting equation 4.16 as

where A and B are defined such that s2
A is greater than or equal to s2

B. An example of
this application of the F-test is shown in the following example.

EXAMPLE 4.18
Tables 4.1 and 4.8 show results for two separate experiments to determine the
mass of a circulating U.S. penny. Determine whether there is a difference in the
precisions of these analyses at α = 0.05.

SOLUTION

Letting A represent the results in Table 4.1 and B represent the results in Table
4.8, we find that the variances are s2

A = 0.00259 and s2
B = 0.00138. A two-tailed

significance test is used since there is no reason to suspect that the results for
one analysis will be more precise than that of the other. The null and
alternative hypotheses are

H0: s2
A = s2

B HA: s2
A ≠ s2

B

and the test statistic is

The critical value for F(0.05, 6, 4) is 9.197. Since Fexp is less than F(0.05, 6, 4),
the null hypothesis is retained. There is no evidence at the chosen significance
level to suggest that the difference in precisions is significant.

4F.4 Comparing Two Sample Means
The result of an analysis is influenced by three factors: the method, the sample, and
the analyst. The influence of these factors can be studied by conducting a pair of ex-
periments in which only one factor is changed. For example, two methods can be
compared by having the same analyst apply both methods to the same sample and
examining the resulting means. In a similar fashion, it is possible to compare two
analysts or two samples.

Significance testing for comparing two mean values is divided into two cate-
gories depending on the source of the data. Data are said to be unpaired when each
mean is derived from the analysis of several samples drawn from the same source.
Paired data are encountered when analyzing a series of samples drawn from differ-
ent sources.

Unpaired Data Consider two samples, A and B, for which mean values, 
–
XA and

–
XB,

and standard deviations, sA and sB, have been measured. Confidence intervals for µA

and µB can be written for both samples
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Пресметаната вредност за статистиката изнесува
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4F.3 Comparing Two Sample Variances
The F-test can be extended to the comparison of variances for two samples, A and
B, by rewriting equation 4.16 as

where A and B are defined such that s2
A is greater than or equal to s2

B. An example of
this application of the F-test is shown in the following example.

EXAMPLE 4.18
Tables 4.1 and 4.8 show results for two separate experiments to determine the
mass of a circulating U.S. penny. Determine whether there is a difference in the
precisions of these analyses at α = 0.05.

SOLUTION

Letting A represent the results in Table 4.1 and B represent the results in Table
4.8, we find that the variances are s2

A = 0.00259 and s2
B = 0.00138. A two-tailed

significance test is used since there is no reason to suspect that the results for
one analysis will be more precise than that of the other. The null and
alternative hypotheses are

H0: s2
A = s2

B HA: s2
A ≠ s2

B

and the test statistic is

The critical value for F(0.05, 6, 4) is 9.197. Since Fexp is less than F(0.05, 6, 4),
the null hypothesis is retained. There is no evidence at the chosen significance
level to suggest that the difference in precisions is significant.

4F.4 Comparing Two Sample Means
The result of an analysis is influenced by three factors: the method, the sample, and
the analyst. The influence of these factors can be studied by conducting a pair of ex-
periments in which only one factor is changed. For example, two methods can be
compared by having the same analyst apply both methods to the same sample and
examining the resulting means. In a similar fashion, it is possible to compare two
analysts or two samples.

Significance testing for comparing two mean values is divided into two cate-
gories depending on the source of the data. Data are said to be unpaired when each
mean is derived from the analysis of several samples drawn from the same source.
Paired data are encountered when analyzing a series of samples drawn from differ-
ent sources.

Unpaired Data Consider two samples, A and B, for which mean values, 
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XB,

and standard deviations, sA and sB, have been measured. Confidence intervals for µA
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Критичната вредност за F(0,05; 6; 4) изнесува 9,197. Со оглед на тоа што 
Fexp е помало од F(0,05; 6; 4), нултата хипотеза се задржува. Односно, не 
постои доказ, при одбраното ниво на значајност, со кој може да се утврди дека 
разликата во прецизноста е значајна.

П
ри
м
ер Пример 4.18

4Ѓ.4 Споредба на средните вредности за два обрасци
Врз резултатите на една анализа влијаат три фактори: методата, примерокот и 
аналитичарот. Влијанието на овие фактори може да се следи со изведување на 
двојки од експерименти, во кои само еден од факторите се менува. На пример, две 
методи може да се споредуваат доколку ист аналитичар ги изведува работите и 
при тоа анализира исти примероци. На сличен начин, може да се споредат двајца 
аналитичари или, пак, два примерока.

Тестови на значајност, за споредување на две средни вредности се поделени на 
две категории, во зависност од потеклото на податоците. Се вели дека податоците 
се неспарени кога средните вредности се пресметуваат од анализата на повеќе 
примероци со исто потекло. Податоците се спарени кога се анализираат серии 
примероци кои имаат различно потекло.

Неспарени податоци 	 Земени се два обрасци А и B, за кои средните вредности 
изнесуваат 
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4F.3 Comparing Two Sample Variances
The F-test can be extended to the comparison of variances for two samples, A and
B, by rewriting equation 4.16 as

where A and B are defined such that s2
A is greater than or equal to s2

B. An example of
this application of the F-test is shown in the following example.
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Letting A represent the results in Table 4.1 and B represent the results in Table
4.8, we find that the variances are s2
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significance test is used since there is no reason to suspect that the results for
one analysis will be more precise than that of the other. The null and
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and the test statistic is

The critical value for F(0.05, 6, 4) is 9.197. Since Fexp is less than F(0.05, 6, 4),
the null hypothesis is retained. There is no evidence at the chosen significance
level to suggest that the difference in precisions is significant.

4F.4 Comparing Two Sample Means
The result of an analysis is influenced by three factors: the method, the sample, and
the analyst. The influence of these factors can be studied by conducting a pair of ex-
periments in which only one factor is changed. For example, two methods can be
compared by having the same analyst apply both methods to the same sample and
examining the resulting means. In a similar fashion, it is possible to compare two
analysts or two samples.

Significance testing for comparing two mean values is divided into two cate-
gories depending on the source of the data. Data are said to be unpaired when each
mean is derived from the analysis of several samples drawn from the same source.
Paired data are encountered when analyzing a series of samples drawn from differ-
ent sources.

Unpaired Data Consider two samples, A and B, for which mean values, 
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XA and
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and standard deviations, sA and sB, have been measured. Confidence intervals for µA

and µB can be written for both samples

F
s

s
exp

.

.
.= = =A

B

2

2

0 00259

0 00138
1 88

F
s

s
exp = A

B

2

2

unpaired data
Two sets of data consisting of results
obtained using several samples drawn
from a single source.

paired data
Two sets of data consisting of results
obtained using several samples drawn
from different sources.
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и , додека пак, стандардните девијации изнесуваат sА и sB. 
Интервалите на доверба за μА и за μB може да бидат определени за двата обрасци.

неспарени податоци
Две множества од податоци кои се 
состојат од резултати, добиени од неколку 
примероци што потекнуваат од иста 
популација.

спарени податоци
Две множества од податоци кои се состојат 
од резултати, добиени од примероци кои 
потекнуваат од различни популации.
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4.17

4.18

where nA and nB are the number of replicate trials conducted on samples A and B. A
comparison of the mean values is based on the null hypothesis that

–
XA and

–
XB are

identical, and an alternative hypothesis that the means are significantly different.
A test statistic is derived by letting µA equal µB, and combining equations 4.17

and 4.18 to give

Solving for  –
XA – 

–
XB and using a propagation of uncertainty, gives

Finally, solving for t, which we replace with texp, leaves us with

4.19

The value of texp is compared with a critical value, t(α, ν), as determined by the cho-
sen significance level, α, the degrees of freedom for the sample, ν, and whether the
significance test is one-tailed or two-tailed.

It is unclear, however, how many degrees of freedom are associated with t(α, ν)
since there are two sets of independent measurements. If the variances s2

A and s2
B esti-

mate the same σ2, then the two standard deviations can be factored out of equation
4.19 and replaced by a pooled standard deviation, spool, which provides a better esti-
mate for the precision of the analysis. Thus, equation 4.19 becomes

4.20

with the pooled standard deviation given as

4.21

As indicated by the denominator of equation 4.21, the degrees of freedom for the
pooled standard deviation is nA + nB – 2.

If sA and sB are significantly different, however, then texp must be calculated
using equation 4.19. In this case, the degrees of freedom is calculated using the fol-
lowing imposing equation.

4.22

Since the degrees of freedom must be an integer, the value of ν obtained using
equation 4.22 is rounded to the nearest integer.

Regardless of whether equation 4.19 or 4.20 is used to calculate texp, the null hy-
pothesis is rejected if texp is greater than t(α, ν), and retained if texp is less than or
equal to t(α, ν).
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каде nA и nB претставуваат број на паралелни мерења изведени за обрасците А и 
B. Споредбата на средните вредности се изведува врз основа на нултата хипотеза, 
според која 4.17

4.18

where nA and nB are the number of replicate trials conducted on samples A and B. A
comparison of the mean values is based on the null hypothesis that

–
XA and

–
XB are

identical, and an alternative hypothesis that the means are significantly different.
A test statistic is derived by letting µA equal µB, and combining equations 4.17

and 4.18 to give

Solving for  –
XA – 

–
XB and using a propagation of uncertainty, gives

Finally, solving for t, which we replace with texp, leaves us with

4.19

The value of texp is compared with a critical value, t(α, ν), as determined by the cho-
sen significance level, α, the degrees of freedom for the sample, ν, and whether the
significance test is one-tailed or two-tailed.

It is unclear, however, how many degrees of freedom are associated with t(α, ν)
since there are two sets of independent measurements. If the variances s2

A and s2
B esti-

mate the same σ2, then the two standard deviations can be factored out of equation
4.19 and replaced by a pooled standard deviation, spool, which provides a better esti-
mate for the precision of the analysis. Thus, equation 4.19 becomes

4.20

with the pooled standard deviation given as

4.21

As indicated by the denominator of equation 4.21, the degrees of freedom for the
pooled standard deviation is nA + nB – 2.

If sA and sB are significantly different, however, then texp must be calculated
using equation 4.19. In this case, the degrees of freedom is calculated using the fol-
lowing imposing equation.

4.22

Since the degrees of freedom must be an integer, the value of ν obtained using
equation 4.22 is rounded to the nearest integer.

Regardless of whether equation 4.19 or 4.20 is used to calculate texp, the null hy-
pothesis is rejected if texp is greater than t(α, ν), and retained if texp is less than or
equal to t(α, ν).
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4.17

4.18

where nA and nB are the number of replicate trials conducted on samples A and B. A
comparison of the mean values is based on the null hypothesis that

–
XA and

–
XB are

identical, and an alternative hypothesis that the means are significantly different.
A test statistic is derived by letting µA equal µB, and combining equations 4.17

and 4.18 to give

Solving for  –
XA – 

–
XB and using a propagation of uncertainty, gives

Finally, solving for t, which we replace with texp, leaves us with

4.19

The value of texp is compared with a critical value, t(α, ν), as determined by the cho-
sen significance level, α, the degrees of freedom for the sample, ν, and whether the
significance test is one-tailed or two-tailed.

It is unclear, however, how many degrees of freedom are associated with t(α, ν)
since there are two sets of independent measurements. If the variances s2

A and s2
B esti-

mate the same σ2, then the two standard deviations can be factored out of equation
4.19 and replaced by a pooled standard deviation, spool, which provides a better esti-
mate for the precision of the analysis. Thus, equation 4.19 becomes

4.20

with the pooled standard deviation given as

4.21

As indicated by the denominator of equation 4.21, the degrees of freedom for the
pooled standard deviation is nA + nB – 2.

If sA and sB are significantly different, however, then texp must be calculated
using equation 4.19. In this case, the degrees of freedom is calculated using the fol-
lowing imposing equation.

4.22

Since the degrees of freedom must be an integer, the value of ν obtained using
equation 4.22 is rounded to the nearest integer.

Regardless of whether equation 4.19 or 4.20 is used to calculate texp, the null hy-
pothesis is rejected if texp is greater than t(α, ν), and retained if texp is less than or
equal to t(α, ν).
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 се идентични, за разлика од алтернативната хипотеза, која 
претпоставува дека постои статистички значајна разлика.
Тестот за оваа статистика се изведува со израмнување на изразите за μА и за μB од 
равенките 4.17 и 4.18

4.17

4.18

where nA and nB are the number of replicate trials conducted on samples A and B. A
comparison of the mean values is based on the null hypothesis that

–
XA and

–
XB are

identical, and an alternative hypothesis that the means are significantly different.
A test statistic is derived by letting µA equal µB, and combining equations 4.17

and 4.18 to give

Solving for  –
XA – 

–
XB and using a propagation of uncertainty, gives

Finally, solving for t, which we replace with texp, leaves us with

4.19

The value of texp is compared with a critical value, t(α, ν), as determined by the cho-
sen significance level, α, the degrees of freedom for the sample, ν, and whether the
significance test is one-tailed or two-tailed.

It is unclear, however, how many degrees of freedom are associated with t(α, ν)
since there are two sets of independent measurements. If the variances s2

A and s2
B esti-

mate the same σ2, then the two standard deviations can be factored out of equation
4.19 and replaced by a pooled standard deviation, spool, which provides a better esti-
mate for the precision of the analysis. Thus, equation 4.19 becomes

4.20

with the pooled standard deviation given as

4.21

As indicated by the denominator of equation 4.21, the degrees of freedom for the
pooled standard deviation is nA + nB – 2.

If sA and sB are significantly different, however, then texp must be calculated
using equation 4.19. In this case, the degrees of freedom is calculated using the fol-
lowing imposing equation.

4.22

Since the degrees of freedom must be an integer, the value of ν obtained using
equation 4.22 is rounded to the nearest integer.

Regardless of whether equation 4.19 or 4.20 is used to calculate texp, the null hy-
pothesis is rejected if texp is greater than t(α, ν), and retained if texp is less than or
equal to t(α, ν).
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Доколку ова равенство се реши по 

4.17

4.18

where nA and nB are the number of replicate trials conducted on samples A and B. A
comparison of the mean values is based on the null hypothesis that

–
XA and

–
XB are

identical, and an alternative hypothesis that the means are significantly different.
A test statistic is derived by letting µA equal µB, and combining equations 4.17

and 4.18 to give

Solving for  –
XA – 

–
XB and using a propagation of uncertainty, gives

Finally, solving for t, which we replace with texp, leaves us with

4.19

The value of texp is compared with a critical value, t(α, ν), as determined by the cho-
sen significance level, α, the degrees of freedom for the sample, ν, and whether the
significance test is one-tailed or two-tailed.

It is unclear, however, how many degrees of freedom are associated with t(α, ν)
since there are two sets of independent measurements. If the variances s2

A and s2
B esti-

mate the same σ2, then the two standard deviations can be factored out of equation
4.19 and replaced by a pooled standard deviation, spool, which provides a better esti-
mate for the precision of the analysis. Thus, equation 4.19 becomes

4.20

with the pooled standard deviation given as

4.21

As indicated by the denominator of equation 4.21, the degrees of freedom for the
pooled standard deviation is nA + nB – 2.

If sA and sB are significantly different, however, then texp must be calculated
using equation 4.19. In this case, the degrees of freedom is calculated using the fol-
lowing imposing equation.

4.22

Since the degrees of freedom must be an integer, the value of ν obtained using
equation 4.22 is rounded to the nearest integer.

Regardless of whether equation 4.19 or 4.20 is used to calculate texp, the null hy-
pothesis is rejected if texp is greater than t(α, ν), and retained if texp is less than or
equal to t(α, ν).
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, со користење на правилата за 
пренесување на несигурноста, се добива

4.17

4.18

where nA and nB are the number of replicate trials conducted on samples A and B. A
comparison of the mean values is based on the null hypothesis that

–
XA and

–
XB are

identical, and an alternative hypothesis that the means are significantly different.
A test statistic is derived by letting µA equal µB, and combining equations 4.17

and 4.18 to give

Solving for  –
XA – 

–
XB and using a propagation of uncertainty, gives

Finally, solving for t, which we replace with texp, leaves us with

4.19

The value of texp is compared with a critical value, t(α, ν), as determined by the cho-
sen significance level, α, the degrees of freedom for the sample, ν, and whether the
significance test is one-tailed or two-tailed.

It is unclear, however, how many degrees of freedom are associated with t(α, ν)
since there are two sets of independent measurements. If the variances s2

A and s2
B esti-

mate the same σ2, then the two standard deviations can be factored out of equation
4.19 and replaced by a pooled standard deviation, spool, which provides a better esti-
mate for the precision of the analysis. Thus, equation 4.19 becomes

4.20

with the pooled standard deviation given as

4.21

As indicated by the denominator of equation 4.21, the degrees of freedom for the
pooled standard deviation is nA + nB – 2.

If sA and sB are significantly different, however, then texp must be calculated
using equation 4.19. In this case, the degrees of freedom is calculated using the fol-
lowing imposing equation.

4.22

Since the degrees of freedom must be an integer, the value of ν obtained using
equation 4.22 is rounded to the nearest integer.

Regardless of whether equation 4.19 or 4.20 is used to calculate texp, the null hy-
pothesis is rejected if texp is greater than t(α, ν), and retained if texp is less than or
equal to t(α, ν).
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Потоа, со решавање на горното равенство по t, кое се заменува со texp се добива 
следниот израз

4.17

4.18

where nA and nB are the number of replicate trials conducted on samples A and B. A
comparison of the mean values is based on the null hypothesis that

–
XA and

–
XB are

identical, and an alternative hypothesis that the means are significantly different.
A test statistic is derived by letting µA equal µB, and combining equations 4.17

and 4.18 to give

Solving for  –
XA – 

–
XB and using a propagation of uncertainty, gives

Finally, solving for t, which we replace with texp, leaves us with

4.19

The value of texp is compared with a critical value, t(α, ν), as determined by the cho-
sen significance level, α, the degrees of freedom for the sample, ν, and whether the
significance test is one-tailed or two-tailed.

It is unclear, however, how many degrees of freedom are associated with t(α, ν)
since there are two sets of independent measurements. If the variances s2

A and s2
B esti-

mate the same σ2, then the two standard deviations can be factored out of equation
4.19 and replaced by a pooled standard deviation, spool, which provides a better esti-
mate for the precision of the analysis. Thus, equation 4.19 becomes

4.20

with the pooled standard deviation given as

4.21

As indicated by the denominator of equation 4.21, the degrees of freedom for the
pooled standard deviation is nA + nB – 2.

If sA and sB are significantly different, however, then texp must be calculated
using equation 4.19. In this case, the degrees of freedom is calculated using the fol-
lowing imposing equation.

4.22

Since the degrees of freedom must be an integer, the value of ν obtained using
equation 4.22 is rounded to the nearest integer.

Regardless of whether equation 4.19 or 4.20 is used to calculate texp, the null hy-
pothesis is rejected if texp is greater than t(α, ν), and retained if texp is less than or
equal to t(α, ν).
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Вредноста за texp се споредува со критичната вредност t(α, ν) за дадено ниво на 
значајност, α, и за даден број на степени на слобода, ν. Секако, при тоа, треба да се 
води смета за тоа дали се работи за едностран или за двостран тест.
Сепак, не е сосема јасно колку треба да изнесува степенот на слобода за кој се 
одбира t(α; ν) со оглед на тоа што станува збор за две множества на податоци од 
независни мерења. Доколку варијанците sА2 и sB2 претставуваат проценка за една 
иста σ2, тогаш двете стандардни девијации може да се факторизираат од равенката 
4.19 и да се заменат со вкупната стандардна девијација, spool, која претставува 
подобра проценка за прецизноста на анализата. Според ова, равенката 4.19 може да 
се запише во следната форма

4.17

4.18

where nA and nB are the number of replicate trials conducted on samples A and B. A
comparison of the mean values is based on the null hypothesis that

–
XA and

–
XB are

identical, and an alternative hypothesis that the means are significantly different.
A test statistic is derived by letting µA equal µB, and combining equations 4.17

and 4.18 to give

Solving for  –
XA – 

–
XB and using a propagation of uncertainty, gives

Finally, solving for t, which we replace with texp, leaves us with

4.19

The value of texp is compared with a critical value, t(α, ν), as determined by the cho-
sen significance level, α, the degrees of freedom for the sample, ν, and whether the
significance test is one-tailed or two-tailed.

It is unclear, however, how many degrees of freedom are associated with t(α, ν)
since there are two sets of independent measurements. If the variances s2

A and s2
B esti-

mate the same σ2, then the two standard deviations can be factored out of equation
4.19 and replaced by a pooled standard deviation, spool, which provides a better esti-
mate for the precision of the analysis. Thus, equation 4.19 becomes

4.20

with the pooled standard deviation given as

4.21

As indicated by the denominator of equation 4.21, the degrees of freedom for the
pooled standard deviation is nA + nB – 2.

If sA and sB are significantly different, however, then texp must be calculated
using equation 4.19. In this case, the degrees of freedom is calculated using the fol-
lowing imposing equation.

4.22

Since the degrees of freedom must be an integer, the value of ν obtained using
equation 4.22 is rounded to the nearest integer.

Regardless of whether equation 4.19 or 4.20 is used to calculate texp, the null hy-
pothesis is rejected if texp is greater than t(α, ν), and retained if texp is less than or
equal to t(α, ν).
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каде вкупната стандардна девијација е дефинирана со следната равенка

4.17

4.18

where nA and nB are the number of replicate trials conducted on samples A and B. A
comparison of the mean values is based on the null hypothesis that

–
XA and

–
XB are

identical, and an alternative hypothesis that the means are significantly different.
A test statistic is derived by letting µA equal µB, and combining equations 4.17

and 4.18 to give

Solving for  –
XA – 

–
XB and using a propagation of uncertainty, gives

Finally, solving for t, which we replace with texp, leaves us with

4.19

The value of texp is compared with a critical value, t(α, ν), as determined by the cho-
sen significance level, α, the degrees of freedom for the sample, ν, and whether the
significance test is one-tailed or two-tailed.

It is unclear, however, how many degrees of freedom are associated with t(α, ν)
since there are two sets of independent measurements. If the variances s2

A and s2
B esti-

mate the same σ2, then the two standard deviations can be factored out of equation
4.19 and replaced by a pooled standard deviation, spool, which provides a better esti-
mate for the precision of the analysis. Thus, equation 4.19 becomes

4.20

with the pooled standard deviation given as

4.21

As indicated by the denominator of equation 4.21, the degrees of freedom for the
pooled standard deviation is nA + nB – 2.

If sA and sB are significantly different, however, then texp must be calculated
using equation 4.19. In this case, the degrees of freedom is calculated using the fol-
lowing imposing equation.

4.22

Since the degrees of freedom must be an integer, the value of ν obtained using
equation 4.22 is rounded to the nearest integer.

Regardless of whether equation 4.19 or 4.20 is used to calculate texp, the null hy-
pothesis is rejected if texp is greater than t(α, ν), and retained if texp is less than or
equal to t(α, ν).
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Како што е покажано во именителот на равенката 4.21, бројот на степени на слобода, 
за вкупната стандардна девијација изнесува nA + nB – 2.
Доколку, пак, sА2 и sB2 се значително различни, тогаш texp мора да се пресмета врз 
основа на равенката 4.19. Во овој случај бројот на степени на слобода се пресметува 
врз основа на следната равенка.

4.17

4.18

where nA and nB are the number of replicate trials conducted on samples A and B. A
comparison of the mean values is based on the null hypothesis that

–
XA and

–
XB are

identical, and an alternative hypothesis that the means are significantly different.
A test statistic is derived by letting µA equal µB, and combining equations 4.17

and 4.18 to give

Solving for  –
XA – 

–
XB and using a propagation of uncertainty, gives

Finally, solving for t, which we replace with texp, leaves us with

4.19

The value of texp is compared with a critical value, t(α, ν), as determined by the cho-
sen significance level, α, the degrees of freedom for the sample, ν, and whether the
significance test is one-tailed or two-tailed.

It is unclear, however, how many degrees of freedom are associated with t(α, ν)
since there are two sets of independent measurements. If the variances s2

A and s2
B esti-

mate the same σ2, then the two standard deviations can be factored out of equation
4.19 and replaced by a pooled standard deviation, spool, which provides a better esti-
mate for the precision of the analysis. Thus, equation 4.19 becomes

4.20

with the pooled standard deviation given as

4.21

As indicated by the denominator of equation 4.21, the degrees of freedom for the
pooled standard deviation is nA + nB – 2.

If sA and sB are significantly different, however, then texp must be calculated
using equation 4.19. In this case, the degrees of freedom is calculated using the fol-
lowing imposing equation.

4.22

Since the degrees of freedom must be an integer, the value of ν obtained using
equation 4.22 is rounded to the nearest integer.

Regardless of whether equation 4.19 or 4.20 is used to calculate texp, the null hy-
pothesis is rejected if texp is greater than t(α, ν), and retained if texp is less than or
equal to t(α, ν).
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Со оглед на тоа што бројот на степени на слобода мора да биде цел број, вредноста 
која се добива со равенката  4.22 се заокружува на најблискиот цел број.
Без разлика на тоа дали се користе равенката 4.19 или 4.20 за пресметување на texp, 
нултата хипотеза се отфрла доколку texp е поголемо од t(α; ν) или, пак, се задржува 
доколку texp е помало или еднакво на t(α; ν).



Модерна аналитичка хемија 90

Во табелите 4.1 и 4.8 се прикажани резултатите од два различни експерименти, 
во кои се определува масата на монети од еден цент, кои се во употреба во 
САД. Да се определи дали постои значајна разлика во средните вредности, 
добиени со овие анализи.
Решение

На почетокот, треба да се определи дали значително се разликуваат варијанците 
за двете анализи. Ова се изведува со употреба на F-тестот, на начин кој беше 
опишан во пример 4.18. Со оглед на тоа што не беше најдено дека постои 
значајна разлика, се пресметува вкупната стандардна девијација со 10 степени 
на слобода

90 Modern Analytical Chemistry

EXAMPLE 4.19

Tables 4.1 and 4.8 show results for two separate experiments to determine the
mass of a circulating U.S. penny. Determine whether there is a difference in the
means of these analyses at α = 0.05.

SOLUTION

To begin with, we must determine whether the variances for the two analyses
are significantly different. This is done using an F-test as outlined in Example
4.18. Since no significant difference was found, a pooled standard deviation
with 10 degrees of freedom is calculated

where the subscript A indicates the data in Table 4.1, and the subscript B
indicates the data in Table 4.8. The comparison of the means for the two
analyses is based on the null hypothesis

H0:
–
XA = 

–
XB

and a two-tailed alternative hypothesis

HA:
–
XA ≠ –

XB

Since the standard deviations can be pooled, the test statistic is calculated using
equation 4.20

The critical value for t(0.05, 10), from Appendix 1B, is 2.23. Since texp is less than
t(0.05, 10) the null hypothesis is retained, and there is no evidence that the two
sets of pennies are significantly different at the chosen significance level.

EXAMPLE 4.20
The %w/w Na2CO3 in soda ash can be determined by an acid–base titration.
The results obtained by two analysts are shown here. Determine whether the
difference in their mean values is significant at α = 0.05.
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Во горното равенство, со индекс А се означени податоците од табела 4.1, а 
со индекс B податоците од табела 4.8. Споредбата на средните вредности, за 
двете анализи, се врши врз основа на нултата хипотеза

90 Modern Analytical Chemistry

EXAMPLE 4.19

Tables 4.1 and 4.8 show results for two separate experiments to determine the
mass of a circulating U.S. penny. Determine whether there is a difference in the
means of these analyses at α = 0.05.

SOLUTION

To begin with, we must determine whether the variances for the two analyses
are significantly different. This is done using an F-test as outlined in Example
4.18. Since no significant difference was found, a pooled standard deviation
with 10 degrees of freedom is calculated

where the subscript A indicates the data in Table 4.1, and the subscript B
indicates the data in Table 4.8. The comparison of the means for the two
analyses is based on the null hypothesis

H0:
–
XA = 

–
XB

and a two-tailed alternative hypothesis

HA:
–
XA ≠ –

XB

Since the standard deviations can be pooled, the test statistic is calculated using
equation 4.20

The critical value for t(0.05, 10), from Appendix 1B, is 2.23. Since texp is less than
t(0.05, 10) the null hypothesis is retained, and there is no evidence that the two
sets of pennies are significantly different at the chosen significance level.

EXAMPLE 4.20
The %w/w Na2CO3 in soda ash can be determined by an acid–base titration.
The results obtained by two analysts are shown here. Determine whether the
difference in their mean values is significant at α = 0.05.
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и алтернативната хипотеза за двостран тест

90 Modern Analytical Chemistry

EXAMPLE 4.19

Tables 4.1 and 4.8 show results for two separate experiments to determine the
mass of a circulating U.S. penny. Determine whether there is a difference in the
means of these analyses at α = 0.05.

SOLUTION

To begin with, we must determine whether the variances for the two analyses
are significantly different. This is done using an F-test as outlined in Example
4.18. Since no significant difference was found, a pooled standard deviation
with 10 degrees of freedom is calculated

where the subscript A indicates the data in Table 4.1, and the subscript B
indicates the data in Table 4.8. The comparison of the means for the two
analyses is based on the null hypothesis

H0:
–
XA = 

–
XB

and a two-tailed alternative hypothesis

HA:
–
XA ≠ –

XB

Since the standard deviations can be pooled, the test statistic is calculated using
equation 4.20

The critical value for t(0.05, 10), from Appendix 1B, is 2.23. Since texp is less than
t(0.05, 10) the null hypothesis is retained, and there is no evidence that the two
sets of pennies are significantly different at the chosen significance level.

EXAMPLE 4.20
The %w/w Na2CO3 in soda ash can be determined by an acid–base titration.
The results obtained by two analysts are shown here. Determine whether the
difference in their mean values is significant at α = 0.05.
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Можно е пресметување на вкупната стандардна девијација, и затоа 
статистичкиот тест се пресметува според равенството 4.20

90 Modern Analytical Chemistry

EXAMPLE 4.19

Tables 4.1 and 4.8 show results for two separate experiments to determine the
mass of a circulating U.S. penny. Determine whether there is a difference in the
means of these analyses at α = 0.05.

SOLUTION

To begin with, we must determine whether the variances for the two analyses
are significantly different. This is done using an F-test as outlined in Example
4.18. Since no significant difference was found, a pooled standard deviation
with 10 degrees of freedom is calculated

where the subscript A indicates the data in Table 4.1, and the subscript B
indicates the data in Table 4.8. The comparison of the means for the two
analyses is based on the null hypothesis

H0:
–
XA = 

–
XB

and a two-tailed alternative hypothesis

HA:
–
XA ≠ –

XB

Since the standard deviations can be pooled, the test statistic is calculated using
equation 4.20

The critical value for t(0.05, 10), from Appendix 1B, is 2.23. Since texp is less than
t(0.05, 10) the null hypothesis is retained, and there is no evidence that the two
sets of pennies are significantly different at the chosen significance level.

EXAMPLE 4.20
The %w/w Na2CO3 in soda ash can be determined by an acid–base titration.
The results obtained by two analysts are shown here. Determine whether the
difference in their mean values is significant at α = 0.05.
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Критичната вредност за t(0,05; 10) се отчитува од Додаток 1Б и изнесува 2,23. 
Со оглед на тоа што texp е помало од t(0,05; 10) нултата хипотеза се задржува, 
а тоа значи дека нема доказ дека двете множества од податоци значително се 
разликуваат, при одбраното ниво на сигурност.

П
ри
м
ер Пример 4.19

Масениот удел на Na2CO3 во варовник може да се определи со киселинско-
базна титрација. Резултатите добиени од два аналитичари се прикажани подолу. 
Да се определи дали постои значајна разлика помеѓу средните вредности, при 
ниво на значајност од α = 0,05.

86,82
87,04
86,93
87,01
86,20
87,00

81,01
86,15
81,73
83,19
80,27
83,94

Аналитичар А Аналитичар B

П
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м
ер Пример 4.20
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Решение

Се започнува со пресметување на средните вредности и на стандардните 
девијации, за податоците добиени од аналитичарите. Пресметаните вредности 
се дадени подолу

SOLUTION

We begin by summarizing the mean and standard deviation for the data
reported by each analyst. These values are

–
XA = 86.83%
sA = 0.32
–
XB = 82.71%
sB = 2.16

A two-tailed F-test of the following null and alternative hypotheses

H0: s2
A = s2

B HA: s2
A ≠ s2

B

is used to determine whether a pooled standard deviation can be calculated.
The test statistic is

Since Fexp is larger than the critical value of 7.15 for F(0.05, 5, 5), the null
hypothesis is rejected and the alternative hypothesis that the variances are
significantly different is accepted. As a result, a pooled standard deviation
cannot be calculated.

The mean values obtained by the two analysts are compared using a two-
tailed t-test. The null and alternative hypotheses are

H0:
–
XA = 

–
XB HA:

–
XA ↑

–
XB

Since a pooled standard deviation could not be calculated, the test statistic, texp,
is calculated using equation 4.19

and the degrees of freedom are calculated using equation 4.22

The critical value for t(0.05, 5) is 2.57. Since the calculated value of texp is
greater than t(0.05, 5) we reject the null hypothesis and accept the alternative
hypothesis that the mean values for %w/w Na2CO3 reported by the two
analysts are significantly different at the chosen significance level.

Paired Data In some situations the variation within the data sets being compared
is more significant than the difference between the means of the two data sets. This
is commonly encountered in clinical and environmental studies, where the data
being compared usually consist of a set of samples drawn from several populations.
For example, a study designed to investigate two procedures for monitoring the
concentration of glucose in blood might involve blood samples drawn from ten pa-
tients. If the variation in the blood glucose levels among the patients is significantly
larger than the anticipated variation between the methods, then an analysis in which
the data are treated as unpaired will fail to find a significant difference between the
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Се применува двостран F-тест врз следнава нулта и алтернативна хипотеза

SOLUTION

We begin by summarizing the mean and standard deviation for the data
reported by each analyst. These values are

–
XA = 86.83%
sA = 0.32
–
XB = 82.71%
sB = 2.16

A two-tailed F-test of the following null and alternative hypotheses

H0: s2
A = s2

B HA: s2
A ≠ s2

B

is used to determine whether a pooled standard deviation can be calculated.
The test statistic is

Since Fexp is larger than the critical value of 7.15 for F(0.05, 5, 5), the null
hypothesis is rejected and the alternative hypothesis that the variances are
significantly different is accepted. As a result, a pooled standard deviation
cannot be calculated.

The mean values obtained by the two analysts are compared using a two-
tailed t-test. The null and alternative hypotheses are

H0:
–
XA = 

–
XB HA:

–
XA ↑

–
XB

Since a pooled standard deviation could not be calculated, the test statistic, texp,
is calculated using equation 4.19

and the degrees of freedom are calculated using equation 4.22

The critical value for t(0.05, 5) is 2.57. Since the calculated value of texp is
greater than t(0.05, 5) we reject the null hypothesis and accept the alternative
hypothesis that the mean values for %w/w Na2CO3 reported by the two
analysts are significantly different at the chosen significance level.

Paired Data In some situations the variation within the data sets being compared
is more significant than the difference between the means of the two data sets. This
is commonly encountered in clinical and environmental studies, where the data
being compared usually consist of a set of samples drawn from several populations.
For example, a study designed to investigate two procedures for monitoring the
concentration of glucose in blood might involve blood samples drawn from ten pa-
tients. If the variation in the blood glucose levels among the patients is significantly
larger than the anticipated variation between the methods, then an analysis in which
the data are treated as unpaired will fail to find a significant difference between the
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 Резултатите  се користат за да се утврди дали може да се пресмета вкупната 
стандардна девијација. За F статистиката, се добива

SOLUTION

We begin by summarizing the mean and standard deviation for the data
reported by each analyst. These values are

–
XA = 86.83%
sA = 0.32
–
XB = 82.71%
sB = 2.16

A two-tailed F-test of the following null and alternative hypotheses

H0: s2
A = s2

B HA: s2
A ≠ s2

B

is used to determine whether a pooled standard deviation can be calculated.
The test statistic is

Since Fexp is larger than the critical value of 7.15 for F(0.05, 5, 5), the null
hypothesis is rejected and the alternative hypothesis that the variances are
significantly different is accepted. As a result, a pooled standard deviation
cannot be calculated.

The mean values obtained by the two analysts are compared using a two-
tailed t-test. The null and alternative hypotheses are

H0:
–
XA = 

–
XB HA:

–
XA ↑

–
XB

Since a pooled standard deviation could not be calculated, the test statistic, texp,
is calculated using equation 4.19

and the degrees of freedom are calculated using equation 4.22

The critical value for t(0.05, 5) is 2.57. Since the calculated value of texp is
greater than t(0.05, 5) we reject the null hypothesis and accept the alternative
hypothesis that the mean values for %w/w Na2CO3 reported by the two
analysts are significantly different at the chosen significance level.

Paired Data In some situations the variation within the data sets being compared
is more significant than the difference between the means of the two data sets. This
is commonly encountered in clinical and environmental studies, where the data
being compared usually consist of a set of samples drawn from several populations.
For example, a study designed to investigate two procedures for monitoring the
concentration of glucose in blood might involve blood samples drawn from ten pa-
tients. If the variation in the blood glucose levels among the patients is significantly
larger than the anticipated variation between the methods, then an analysis in which
the data are treated as unpaired will fail to find a significant difference between the
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Со оглед на тоа што Fexp е поголемо од критичната вредност за F(0,05, 5, 5) 
која изнесува 7,15, нултата хипотеза се отфрла и истовремено се прифаќа 
алтернативната хипотеза според која варијанците значително се разликуваат. 
Оттука, вкупната стандардна девијација не може да се пресмета.
Средните вредности за двете анализи се споредуваат со употреба на двостран 
t-тест. Нултата и алтернативната хипотеза се дадени подолу

SOLUTION

We begin by summarizing the mean and standard deviation for the data
reported by each analyst. These values are

–
XA = 86.83%
sA = 0.32
–
XB = 82.71%
sB = 2.16

A two-tailed F-test of the following null and alternative hypotheses

H0: s2
A = s2

B HA: s2
A ≠ s2

B

is used to determine whether a pooled standard deviation can be calculated.
The test statistic is

Since Fexp is larger than the critical value of 7.15 for F(0.05, 5, 5), the null
hypothesis is rejected and the alternative hypothesis that the variances are
significantly different is accepted. As a result, a pooled standard deviation
cannot be calculated.

The mean values obtained by the two analysts are compared using a two-
tailed t-test. The null and alternative hypotheses are

H0:
–
XA = 

–
XB HA:

–
XA ↑

–
XB

Since a pooled standard deviation could not be calculated, the test statistic, texp,
is calculated using equation 4.19

and the degrees of freedom are calculated using equation 4.22

The critical value for t(0.05, 5) is 2.57. Since the calculated value of texp is
greater than t(0.05, 5) we reject the null hypothesis and accept the alternative
hypothesis that the mean values for %w/w Na2CO3 reported by the two
analysts are significantly different at the chosen significance level.

Paired Data In some situations the variation within the data sets being compared
is more significant than the difference between the means of the two data sets. This
is commonly encountered in clinical and environmental studies, where the data
being compared usually consist of a set of samples drawn from several populations.
For example, a study designed to investigate two procedures for monitoring the
concentration of glucose in blood might involve blood samples drawn from ten pa-
tients. If the variation in the blood glucose levels among the patients is significantly
larger than the anticipated variation between the methods, then an analysis in which
the data are treated as unpaired will fail to find a significant difference between the
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Со оглед на тоа што вкупната стандардна девијација не може да биде 
пресметана, оваа статистика, texp, се пресметува според равенката 4.19

SOLUTION

We begin by summarizing the mean and standard deviation for the data
reported by each analyst. These values are

–
XA = 86.83%
sA = 0.32
–
XB = 82.71%
sB = 2.16

A two-tailed F-test of the following null and alternative hypotheses

H0: s2
A = s2

B HA: s2
A ≠ s2

B

is used to determine whether a pooled standard deviation can be calculated.
The test statistic is

Since Fexp is larger than the critical value of 7.15 for F(0.05, 5, 5), the null
hypothesis is rejected and the alternative hypothesis that the variances are
significantly different is accepted. As a result, a pooled standard deviation
cannot be calculated.

The mean values obtained by the two analysts are compared using a two-
tailed t-test. The null and alternative hypotheses are

H0:
–
XA = 

–
XB HA:

–
XA ↑

–
XB

Since a pooled standard deviation could not be calculated, the test statistic, texp,
is calculated using equation 4.19

and the degrees of freedom are calculated using equation 4.22

The critical value for t(0.05, 5) is 2.57. Since the calculated value of texp is
greater than t(0.05, 5) we reject the null hypothesis and accept the alternative
hypothesis that the mean values for %w/w Na2CO3 reported by the two
analysts are significantly different at the chosen significance level.

Paired Data In some situations the variation within the data sets being compared
is more significant than the difference between the means of the two data sets. This
is commonly encountered in clinical and environmental studies, where the data
being compared usually consist of a set of samples drawn from several populations.
For example, a study designed to investigate two procedures for monitoring the
concentration of glucose in blood might involve blood samples drawn from ten pa-
tients. If the variation in the blood glucose levels among the patients is significantly
larger than the anticipated variation between the methods, then an analysis in which
the data are treated as unpaired will fail to find a significant difference between the
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а степените на слобода се пресметуваат со равенката на 4.22

SOLUTION

We begin by summarizing the mean and standard deviation for the data
reported by each analyst. These values are

–
XA = 86.83%
sA = 0.32
–
XB = 82.71%
sB = 2.16

A two-tailed F-test of the following null and alternative hypotheses

H0: s2
A = s2

B HA: s2
A ≠ s2

B

is used to determine whether a pooled standard deviation can be calculated.
The test statistic is

Since Fexp is larger than the critical value of 7.15 for F(0.05, 5, 5), the null
hypothesis is rejected and the alternative hypothesis that the variances are
significantly different is accepted. As a result, a pooled standard deviation
cannot be calculated.

The mean values obtained by the two analysts are compared using a two-
tailed t-test. The null and alternative hypotheses are

H0:
–
XA = 

–
XB HA:

–
XA ↑

–
XB

Since a pooled standard deviation could not be calculated, the test statistic, texp,
is calculated using equation 4.19

and the degrees of freedom are calculated using equation 4.22

The critical value for t(0.05, 5) is 2.57. Since the calculated value of texp is
greater than t(0.05, 5) we reject the null hypothesis and accept the alternative
hypothesis that the mean values for %w/w Na2CO3 reported by the two
analysts are significantly different at the chosen significance level.

Paired Data In some situations the variation within the data sets being compared
is more significant than the difference between the means of the two data sets. This
is commonly encountered in clinical and environmental studies, where the data
being compared usually consist of a set of samples drawn from several populations.
For example, a study designed to investigate two procedures for monitoring the
concentration of glucose in blood might involve blood samples drawn from ten pa-
tients. If the variation in the blood glucose levels among the patients is significantly
larger than the anticipated variation between the methods, then an analysis in which
the data are treated as unpaired will fail to find a significant difference between the
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Критичната вредност за t(0,05; 5) изнесува 2.57. Пресметаната вредност за texp 
е поголема од вредноста за t(0,05; 5); нултата хипотеза се отфрла и се прифаќа 
алтернативната хипотеза, според која средните вредности за масениот удел 
на Na2CO3 од двете анализи се значително различни за даденото ниво на 
значајност.

Спарени податоци  Во некои ситуации, варијациите помеѓу множествата од 
податоци кои се споредуваат се многу позначајни од разликите помеѓу средните 
вредности на двете множества од податоци. Ова обично е случај кај клиничките 
студии и кај студиите поврзани со животната средина, кога податоците кои се 
споредуваат обично се состојат од податоци кои се извлечени од повеќе популации. 
На пример, студија за испитување на две методи за следење на концентрацијата 
на глукозата во крвта може да содржи примероци од крв кои потекнуваат од десет 
пациенти. Доколку варијацијата на нивото на глукоза во крвта помеѓу пациентите е 
значително поголемо од очекуваните варијации помеѓу методите, тогаш анализата 
која ги третира податоците како неспарени, нема да успее да најде значајна разлика 
помеѓу методите. Во општ случај, спарени множества од податоци се разгледуваат 
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секогаш кога варијациите кои се испитуваат се помали од другите потенцијални 
извори на варирање.

Во истражувањата во кои се користат спарени податоци, се пресметува разликата, 
di, помеѓу спарените вредности за секој од примероците. Се пресметува просечната 
разлика, 
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methods. In general, paired data sets are used whenever the variation being investi-
gated is smaller than other potential sources of variation.

In a study involving paired data the difference, di, between the paired values for
each sample is calculated. The average difference, 

–
d, and standard deviation of the

differences, sd, are then calculated. The null hypothesis is that 
–
d is 0, and that there

is no difference in the results for the two data sets. The alternative hypothesis is that
the results for the two sets of data are significantly different, and, therefore, 

–
d is not

equal to 0.
The test statistic, texp, is derived from a confidence interval around 

–
d

where n is the number of paired samples. Replacing t with texp and rearranging gives

The value of texp is then compared with a critical value, t(α, ν), which is determined
by the chosen significance level, α, the degrees of freedom for the sample, ν, and
whether the significance test is one-tailed or two-tailed. For paired data, the degrees
of freedom is n – 1. If texp is greater than t(α, ν), then the null hypothesis is rejected
and the alternative hypothesis is accepted. If texp is less than or equal to t(α, ν), then
the null hypothesis is retained, and a significant difference has not been demon-
strated at the stated significance level. This is known as the paired t-test.

EXAMPLE 4.21
Marecek and colleagues developed a new electrochemical method for the rapid
quantitative analysis of the antibiotic monensin in the fermentation vats used
during its production.9 The standard method for the analysis, which is based
on a test for microbiological activity, is both difficult and time-consuming. As
part of the study, samples taken at different times from a fermentation
production vat were analyzed for the concentration of monensin using both
the electrochemical and microbiological procedures. The results, in parts per
thousand (ppt),* are reported in the following table.

Sample Microbiological Electrochemical

1 129.5 132.3

2 89.6 91.0

3 76.6 73.6

4 52.2 58.2

5 110.8 104.2

6 50.4 49.9

7 72.4 82.1

8 141.4 154.1

9 75.0 73.4

10 34.1 38.1

11 60.3 60.1

Determine whether there is a significant difference between the methods at
α = 0.05.

t
d n

sd
exp =

0 = ±d
ts

n

d

*1 ppt is equivalent to 0.1%.

paired t-test
Statistical test for comparing paired data
to determine if their difference is too
large to be explained by indeterminate
error.
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, и стандардната девијација на разликите, sd. Нултата хипотеза вели дека 
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methods. In general, paired data sets are used whenever the variation being investi-
gated is smaller than other potential sources of variation.

In a study involving paired data the difference, di, between the paired values for
each sample is calculated. The average difference, 

–
d, and standard deviation of the

differences, sd, are then calculated. The null hypothesis is that 
–
d is 0, and that there

is no difference in the results for the two data sets. The alternative hypothesis is that
the results for the two sets of data are significantly different, and, therefore, 

–
d is not

equal to 0.
The test statistic, texp, is derived from a confidence interval around 

–
d

where n is the number of paired samples. Replacing t with texp and rearranging gives

The value of texp is then compared with a critical value, t(α, ν), which is determined
by the chosen significance level, α, the degrees of freedom for the sample, ν, and
whether the significance test is one-tailed or two-tailed. For paired data, the degrees
of freedom is n – 1. If texp is greater than t(α, ν), then the null hypothesis is rejected
and the alternative hypothesis is accepted. If texp is less than or equal to t(α, ν), then
the null hypothesis is retained, and a significant difference has not been demon-
strated at the stated significance level. This is known as the paired t-test.

EXAMPLE 4.21
Marecek and colleagues developed a new electrochemical method for the rapid
quantitative analysis of the antibiotic monensin in the fermentation vats used
during its production.9 The standard method for the analysis, which is based
on a test for microbiological activity, is both difficult and time-consuming. As
part of the study, samples taken at different times from a fermentation
production vat were analyzed for the concentration of monensin using both
the electrochemical and microbiological procedures. The results, in parts per
thousand (ppt),* are reported in the following table.

Sample Microbiological Electrochemical

1 129.5 132.3

2 89.6 91.0

3 76.6 73.6

4 52.2 58.2

5 110.8 104.2

6 50.4 49.9

7 72.4 82.1

8 141.4 154.1

9 75.0 73.4

10 34.1 38.1

11 60.3 60.1

Determine whether there is a significant difference between the methods at
α = 0.05.

t
d n

sd
exp =

0 = ±d
ts

n

d

*1 ppt is equivalent to 0.1%.

paired t-test
Statistical test for comparing paired data
to determine if their difference is too
large to be explained by indeterminate
error.
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 изнесува 0 и дека не постои разлика помеѓу резултатите во двете множества од 
податоци. Алтернативната хипотеза вели дека двете множества од податоци се 
значително различни и, според тоа, 
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methods. In general, paired data sets are used whenever the variation being investi-
gated is smaller than other potential sources of variation.

In a study involving paired data the difference, di, between the paired values for
each sample is calculated. The average difference, 

–
d, and standard deviation of the

differences, sd, are then calculated. The null hypothesis is that 
–
d is 0, and that there

is no difference in the results for the two data sets. The alternative hypothesis is that
the results for the two sets of data are significantly different, and, therefore, 

–
d is not

equal to 0.
The test statistic, texp, is derived from a confidence interval around 

–
d

where n is the number of paired samples. Replacing t with texp and rearranging gives

The value of texp is then compared with a critical value, t(α, ν), which is determined
by the chosen significance level, α, the degrees of freedom for the sample, ν, and
whether the significance test is one-tailed or two-tailed. For paired data, the degrees
of freedom is n – 1. If texp is greater than t(α, ν), then the null hypothesis is rejected
and the alternative hypothesis is accepted. If texp is less than or equal to t(α, ν), then
the null hypothesis is retained, and a significant difference has not been demon-
strated at the stated significance level. This is known as the paired t-test.

EXAMPLE 4.21
Marecek and colleagues developed a new electrochemical method for the rapid
quantitative analysis of the antibiotic monensin in the fermentation vats used
during its production.9 The standard method for the analysis, which is based
on a test for microbiological activity, is both difficult and time-consuming. As
part of the study, samples taken at different times from a fermentation
production vat were analyzed for the concentration of monensin using both
the electrochemical and microbiological procedures. The results, in parts per
thousand (ppt),* are reported in the following table.

Sample Microbiological Electrochemical

1 129.5 132.3

2 89.6 91.0

3 76.6 73.6

4 52.2 58.2

5 110.8 104.2

6 50.4 49.9

7 72.4 82.1

8 141.4 154.1

9 75.0 73.4

10 34.1 38.1

11 60.3 60.1

Determine whether there is a significant difference between the methods at
α = 0.05.

t
d n

sd
exp =

0 = ±d
ts

n

d

*1 ppt is equivalent to 0.1%.

paired t-test
Statistical test for comparing paired data
to determine if their difference is too
large to be explained by indeterminate
error.
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 не е еднакво на нула.
Статистиката, texp, се изведува од интервалите на доверба околу 
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methods. In general, paired data sets are used whenever the variation being investi-
gated is smaller than other potential sources of variation.

In a study involving paired data the difference, di, between the paired values for
each sample is calculated. The average difference, 

–
d, and standard deviation of the

differences, sd, are then calculated. The null hypothesis is that 
–
d is 0, and that there

is no difference in the results for the two data sets. The alternative hypothesis is that
the results for the two sets of data are significantly different, and, therefore, 

–
d is not

equal to 0.
The test statistic, texp, is derived from a confidence interval around 

–
d

where n is the number of paired samples. Replacing t with texp and rearranging gives

The value of texp is then compared with a critical value, t(α, ν), which is determined
by the chosen significance level, α, the degrees of freedom for the sample, ν, and
whether the significance test is one-tailed or two-tailed. For paired data, the degrees
of freedom is n – 1. If texp is greater than t(α, ν), then the null hypothesis is rejected
and the alternative hypothesis is accepted. If texp is less than or equal to t(α, ν), then
the null hypothesis is retained, and a significant difference has not been demon-
strated at the stated significance level. This is known as the paired t-test.

EXAMPLE 4.21
Marecek and colleagues developed a new electrochemical method for the rapid
quantitative analysis of the antibiotic monensin in the fermentation vats used
during its production.9 The standard method for the analysis, which is based
on a test for microbiological activity, is both difficult and time-consuming. As
part of the study, samples taken at different times from a fermentation
production vat were analyzed for the concentration of monensin using both
the electrochemical and microbiological procedures. The results, in parts per
thousand (ppt),* are reported in the following table.

Sample Microbiological Electrochemical

1 129.5 132.3

2 89.6 91.0

3 76.6 73.6

4 52.2 58.2

5 110.8 104.2

6 50.4 49.9

7 72.4 82.1

8 141.4 154.1

9 75.0 73.4

10 34.1 38.1

11 60.3 60.1

Determine whether there is a significant difference between the methods at
α = 0.05.

t
d n

sd
exp =

0 = ±d
ts

n

d

*1 ppt is equivalent to 0.1%.

paired t-test
Statistical test for comparing paired data
to determine if their difference is too
large to be explained by indeterminate
error.
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methods. In general, paired data sets are used whenever the variation being investi-
gated is smaller than other potential sources of variation.

In a study involving paired data the difference, di, between the paired values for
each sample is calculated. The average difference, 

–
d, and standard deviation of the

differences, sd, are then calculated. The null hypothesis is that 
–
d is 0, and that there

is no difference in the results for the two data sets. The alternative hypothesis is that
the results for the two sets of data are significantly different, and, therefore, 

–
d is not

equal to 0.
The test statistic, texp, is derived from a confidence interval around 

–
d

where n is the number of paired samples. Replacing t with texp and rearranging gives

The value of texp is then compared with a critical value, t(α, ν), which is determined
by the chosen significance level, α, the degrees of freedom for the sample, ν, and
whether the significance test is one-tailed or two-tailed. For paired data, the degrees
of freedom is n – 1. If texp is greater than t(α, ν), then the null hypothesis is rejected
and the alternative hypothesis is accepted. If texp is less than or equal to t(α, ν), then
the null hypothesis is retained, and a significant difference has not been demon-
strated at the stated significance level. This is known as the paired t-test.

EXAMPLE 4.21
Marecek and colleagues developed a new electrochemical method for the rapid
quantitative analysis of the antibiotic monensin in the fermentation vats used
during its production.9 The standard method for the analysis, which is based
on a test for microbiological activity, is both difficult and time-consuming. As
part of the study, samples taken at different times from a fermentation
production vat were analyzed for the concentration of monensin using both
the electrochemical and microbiological procedures. The results, in parts per
thousand (ppt),* are reported in the following table.

Sample Microbiological Electrochemical

1 129.5 132.3

2 89.6 91.0

3 76.6 73.6

4 52.2 58.2

5 110.8 104.2

6 50.4 49.9

7 72.4 82.1

8 141.4 154.1

9 75.0 73.4

10 34.1 38.1

11 60.3 60.1

Determine whether there is a significant difference between the methods at
α = 0.05.

t
d n

sd
exp =

0 = ±d
ts

n

d

*1 ppt is equivalent to 0.1%.

paired t-test
Statistical test for comparing paired data
to determine if their difference is too
large to be explained by indeterminate
error.
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каде n претставува број на спарени примероци. Со замена на t со texp и со 
преуредување на равенката се добива
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methods. In general, paired data sets are used whenever the variation being investi-
gated is smaller than other potential sources of variation.

In a study involving paired data the difference, di, between the paired values for
each sample is calculated. The average difference, 

–
d, and standard deviation of the

differences, sd, are then calculated. The null hypothesis is that 
–
d is 0, and that there

is no difference in the results for the two data sets. The alternative hypothesis is that
the results for the two sets of data are significantly different, and, therefore, 

–
d is not

equal to 0.
The test statistic, texp, is derived from a confidence interval around 

–
d

where n is the number of paired samples. Replacing t with texp and rearranging gives

The value of texp is then compared with a critical value, t(α, ν), which is determined
by the chosen significance level, α, the degrees of freedom for the sample, ν, and
whether the significance test is one-tailed or two-tailed. For paired data, the degrees
of freedom is n – 1. If texp is greater than t(α, ν), then the null hypothesis is rejected
and the alternative hypothesis is accepted. If texp is less than or equal to t(α, ν), then
the null hypothesis is retained, and a significant difference has not been demon-
strated at the stated significance level. This is known as the paired t-test.

EXAMPLE 4.21
Marecek and colleagues developed a new electrochemical method for the rapid
quantitative analysis of the antibiotic monensin in the fermentation vats used
during its production.9 The standard method for the analysis, which is based
on a test for microbiological activity, is both difficult and time-consuming. As
part of the study, samples taken at different times from a fermentation
production vat were analyzed for the concentration of monensin using both
the electrochemical and microbiological procedures. The results, in parts per
thousand (ppt),* are reported in the following table.

Sample Microbiological Electrochemical

1 129.5 132.3

2 89.6 91.0

3 76.6 73.6

4 52.2 58.2

5 110.8 104.2

6 50.4 49.9

7 72.4 82.1

8 141.4 154.1

9 75.0 73.4

10 34.1 38.1

11 60.3 60.1

Determine whether there is a significant difference between the methods at
α = 0.05.

t
d n

sd
exp =

0 = ±d
ts

n

d

*1 ppt is equivalent to 0.1%.

paired t-test
Statistical test for comparing paired data
to determine if their difference is too
large to be explained by indeterminate
error.
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Потоа, вредноста за texp се споредува со критичната вредност t(α; ν) за дадено ниво 
на значајност, α; при тоа водејќи сметка за тоа дали станува збор за едностран или 
за двостран тест. За спарени податоци, бројот на степени на слобода изнесува n – 1. 
Доколку texp е поголемо од t(α; ν), тогаш нултата хипотеза се отфрла. Доколку texp е 
помало или еднакво на t(α; ν), тогаш нултата хипотеза се задржува што значи дека 
не е забележана при значајна разлика одбраното ниво на значајност. Овој тест се 
нарекува спарен t-тест.

спарен t-тест
Статистички тест за споредба на спарени 
податоци кој проценува дали нивната 
разлика е преголема за да потекнува од 
неопределени грешки.

Marecek и соработниците развиле нова електрохемиска метода за брза 
квантитативна анализа на антибиотикот монензин во садови за ферментација, 
кои се користат во текот на производството.9 Стандардната метода за анализа, 
која се темели на микробиолошката активност е истовремено, и тешка и 
долготрајна. Како дел од студијата, примероците земани во различни временски 
интервали од садот за ферментација, се анализираат за концентрацијата 
на монензин, користејќи ја електрохемиската и микробиолошката метода.  
Резултатите, изразени во делови на илјада (ppt)*, се прикажани на следната 
табела

	
1 129,5 132,3

0,196,982
6,376,673
2,852,254

5 110,8 104,2
9,944,056
1,284,277

8 141,4 154,1
4,370,579
1,831,4301
1,063,0611

Да се определи дали постои значајна разлика помеѓу методите при α = 0,05.

П
ри
м
ер Пример 4.21

Примерок ЕлектрохемискиМикробиолошки

* 1 ppt e еднакво на  0,1 %
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Решение

Ова претставува пример за спарено множество од податоци, бидејќи земањето 
примероците во подолг период може да доведе до временски зависни промени 
на концентрацијата на монензинот. Споредбата на двете методи мора да 
биде изведена со користење на спарен t-тест, користејќи ги следните нулта и 
двострана алтернативна хипотеза.

SOLUTION

This is an example of a paired data set since the acquisition of samples over an
extended period introduces a substantial time-dependent change in the
concentration of monensin. The comparison of the two methods must be done
with the paired t-test, using the following null and two-tailed alternative
hypotheses

H0:
–
d = 0 HA:

–
d ↑ 0

Defining the difference between the methods as

d = Xelect – Xmicro

we can calculate the difference for each sample

Sample 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
d 2.8 1.4 –3.0 6.0 –6.6 –0.5 9.7 12.7 –1.6 4.0 –0.2

The mean and standard deviation for the differences are 2.25 and 5.63,
respectively. The test statistic is

which is smaller than the critical value of 2.23 for t(0.05, 10). Thus, the null
hypothesis is retained, and there is no evidence that the two methods yield
different results at the stated significance level.

A paired t-test can only be applied when the individual differences, di, belong
to the same population. This will only be true if the determinate and indeterminate
errors affecting the results are independent of the concentration of analyte in the
samples. If this is not the case, a single sample with a larger error could result in a
value of di that is substantially larger than that for the remaining samples. Including
this sample in the calculation of 

–
d and sd leads to a biased estimate of the true mean

and standard deviation. For samples that span a limited range of analyte concentra-
tions, such as that in Example 4.21, this is rarely a problem. When paired data span
a wide range of concentrations, however, the magnitude of the determinate and in-
determinate sources of error may not be independent of the analyte’s concentra-
tion. In such cases the paired t-test may give misleading results since the paired data
with the largest absolute determinate and indeterminate errors will dominate 

–
d. In

this situation a comparison is best made using a linear regression, details of which
are discussed in the next chapter.

4F.5 Outliers
On occasion, a data set appears to be skewed by the presence of one or more data
points that are not consistent with the remaining data points. Such values are called
outliers. The most commonly used significance test for identifying outliers is Dixon’s
Q-test. The null hypothesis is that the apparent outlier is taken from the same popula-
tion as the remaining data. The alternative hypothesis is that the outlier comes from a
different population, and, therefore, should be excluded from consideration.

The Q-test compares the difference between the suspected outlier and its near-
est numerical neighbor to the range of the entire data set. Data are ranked from
smallest to largest so that the suspected outlier is either the first or the last data

t
d n

sd
exp

.

.
.= = =

2 25 11

5 63
1 33
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outlier
Data point whose value is much larger or
smaller than the remaining data.

Dixon’s Q-test
Statistical test for deciding if an outlier
can be removed from a set of data.
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Имајќи ја предвид дефиницијата за разликата помеѓу двете методи

SOLUTION

This is an example of a paired data set since the acquisition of samples over an
extended period introduces a substantial time-dependent change in the
concentration of monensin. The comparison of the two methods must be done
with the paired t-test, using the following null and two-tailed alternative
hypotheses

H0:
–
d = 0 HA:

–
d ↑ 0

Defining the difference between the methods as

d = Xelect – Xmicro

we can calculate the difference for each sample

Sample 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
d 2.8 1.4 –3.0 6.0 –6.6 –0.5 9.7 12.7 –1.6 4.0 –0.2

The mean and standard deviation for the differences are 2.25 and 5.63,
respectively. The test statistic is

which is smaller than the critical value of 2.23 for t(0.05, 10). Thus, the null
hypothesis is retained, and there is no evidence that the two methods yield
different results at the stated significance level.

A paired t-test can only be applied when the individual differences, di, belong
to the same population. This will only be true if the determinate and indeterminate
errors affecting the results are independent of the concentration of analyte in the
samples. If this is not the case, a single sample with a larger error could result in a
value of di that is substantially larger than that for the remaining samples. Including
this sample in the calculation of 

–
d and sd leads to a biased estimate of the true mean

and standard deviation. For samples that span a limited range of analyte concentra-
tions, such as that in Example 4.21, this is rarely a problem. When paired data span
a wide range of concentrations, however, the magnitude of the determinate and in-
determinate sources of error may not be independent of the analyte’s concentra-
tion. In such cases the paired t-test may give misleading results since the paired data
with the largest absolute determinate and indeterminate errors will dominate 

–
d. In

this situation a comparison is best made using a linear regression, details of which
are discussed in the next chapter.

4F.5 Outliers
On occasion, a data set appears to be skewed by the presence of one or more data
points that are not consistent with the remaining data points. Such values are called
outliers. The most commonly used significance test for identifying outliers is Dixon’s
Q-test. The null hypothesis is that the apparent outlier is taken from the same popula-
tion as the remaining data. The alternative hypothesis is that the outlier comes from a
different population, and, therefore, should be excluded from consideration.

The Q-test compares the difference between the suspected outlier and its near-
est numerical neighbor to the range of the entire data set. Data are ranked from
smallest to largest so that the suspected outlier is either the first or the last data

t
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5 63
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outlier
Data point whose value is much larger or
smaller than the remaining data.

Dixon’s Q-test
Statistical test for deciding if an outlier
can be removed from a set of data.

1400-CH04  9/8/99  3:55 PM  Page 93

Може да се пресмета разликата за секој примерок

SOLUTION

This is an example of a paired data set since the acquisition of samples over an
extended period introduces a substantial time-dependent change in the
concentration of monensin. The comparison of the two methods must be done
with the paired t-test, using the following null and two-tailed alternative
hypotheses

H0:
–
d = 0 HA:

–
d ↑ 0

Defining the difference between the methods as

d = Xelect – Xmicro

we can calculate the difference for each sample

Sample 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
d 2.8 1.4 –3.0 6.0 –6.6 –0.5 9.7 12.7 –1.6 4.0 –0.2

The mean and standard deviation for the differences are 2.25 and 5.63,
respectively. The test statistic is

which is smaller than the critical value of 2.23 for t(0.05, 10). Thus, the null
hypothesis is retained, and there is no evidence that the two methods yield
different results at the stated significance level.

A paired t-test can only be applied when the individual differences, di, belong
to the same population. This will only be true if the determinate and indeterminate
errors affecting the results are independent of the concentration of analyte in the
samples. If this is not the case, a single sample with a larger error could result in a
value of di that is substantially larger than that for the remaining samples. Including
this sample in the calculation of 

–
d and sd leads to a biased estimate of the true mean

and standard deviation. For samples that span a limited range of analyte concentra-
tions, such as that in Example 4.21, this is rarely a problem. When paired data span
a wide range of concentrations, however, the magnitude of the determinate and in-
determinate sources of error may not be independent of the analyte’s concentra-
tion. In such cases the paired t-test may give misleading results since the paired data
with the largest absolute determinate and indeterminate errors will dominate 

–
d. In

this situation a comparison is best made using a linear regression, details of which
are discussed in the next chapter.

4F.5 Outliers
On occasion, a data set appears to be skewed by the presence of one or more data
points that are not consistent with the remaining data points. Such values are called
outliers. The most commonly used significance test for identifying outliers is Dixon’s
Q-test. The null hypothesis is that the apparent outlier is taken from the same popula-
tion as the remaining data. The alternative hypothesis is that the outlier comes from a
different population, and, therefore, should be excluded from consideration.

The Q-test compares the difference between the suspected outlier and its near-
est numerical neighbor to the range of the entire data set. Data are ranked from
smallest to largest so that the suspected outlier is either the first or the last data

t
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outlier
Data point whose value is much larger or
smaller than the remaining data.

Dixon’s Q-test
Statistical test for deciding if an outlier
can be removed from a set of data.
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Средната вредност и стандардната девијација за разликите изнесуваат 2,25 и 
5.63, соодветно. texp статистиката изнесува

SOLUTION

This is an example of a paired data set since the acquisition of samples over an
extended period introduces a substantial time-dependent change in the
concentration of monensin. The comparison of the two methods must be done
with the paired t-test, using the following null and two-tailed alternative
hypotheses

H0:
–
d = 0 HA:

–
d ↑ 0

Defining the difference between the methods as

d = Xelect – Xmicro

we can calculate the difference for each sample

Sample 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
d 2.8 1.4 –3.0 6.0 –6.6 –0.5 9.7 12.7 –1.6 4.0 –0.2

The mean and standard deviation for the differences are 2.25 and 5.63,
respectively. The test statistic is

which is smaller than the critical value of 2.23 for t(0.05, 10). Thus, the null
hypothesis is retained, and there is no evidence that the two methods yield
different results at the stated significance level.

A paired t-test can only be applied when the individual differences, di, belong
to the same population. This will only be true if the determinate and indeterminate
errors affecting the results are independent of the concentration of analyte in the
samples. If this is not the case, a single sample with a larger error could result in a
value of di that is substantially larger than that for the remaining samples. Including
this sample in the calculation of 

–
d and sd leads to a biased estimate of the true mean

and standard deviation. For samples that span a limited range of analyte concentra-
tions, such as that in Example 4.21, this is rarely a problem. When paired data span
a wide range of concentrations, however, the magnitude of the determinate and in-
determinate sources of error may not be independent of the analyte’s concentra-
tion. In such cases the paired t-test may give misleading results since the paired data
with the largest absolute determinate and indeterminate errors will dominate 

–
d. In

this situation a comparison is best made using a linear regression, details of which
are discussed in the next chapter.

4F.5 Outliers
On occasion, a data set appears to be skewed by the presence of one or more data
points that are not consistent with the remaining data points. Such values are called
outliers. The most commonly used significance test for identifying outliers is Dixon’s
Q-test. The null hypothesis is that the apparent outlier is taken from the same popula-
tion as the remaining data. The alternative hypothesis is that the outlier comes from a
different population, and, therefore, should be excluded from consideration.

The Q-test compares the difference between the suspected outlier and its near-
est numerical neighbor to the range of the entire data set. Data are ranked from
smallest to largest so that the suspected outlier is either the first or the last data
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outlier
Data point whose value is much larger or
smaller than the remaining data.

Dixon’s Q-test
Statistical test for deciding if an outlier
can be removed from a set of data.
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Пресметаната вредност е помала од критичната вредност за t(0,05; 10) која 
изнесува 2,23. Според тоа, нултата хипотеза се задржува. Значи не постои доказ 
за значајна разлика помеѓу двете методи, за одбраното ниво на значајност.

Спарен тест може да се примени само доколку индивидуалните разлики di припаѓаат 
на иста популација Ова е вистинито само ако определените и неопределените 
грешки кои влијаат врз резултатите, се независни од концентрацијата на аналитот во 
примероците. Доколку ова не е случај, само еден примерок со поголема грешка може 
да влијае на вредност на di, која е значително различна за останатите примероци. 
Вклучувањето на овој примерок во пресметувањето на 
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methods. In general, paired data sets are used whenever the variation being investi-
gated is smaller than other potential sources of variation.

In a study involving paired data the difference, di, between the paired values for
each sample is calculated. The average difference, 

–
d, and standard deviation of the

differences, sd, are then calculated. The null hypothesis is that 
–
d is 0, and that there

is no difference in the results for the two data sets. The alternative hypothesis is that
the results for the two sets of data are significantly different, and, therefore, 

–
d is not

equal to 0.
The test statistic, texp, is derived from a confidence interval around 

–
d

where n is the number of paired samples. Replacing t with texp and rearranging gives

The value of texp is then compared with a critical value, t(α, ν), which is determined
by the chosen significance level, α, the degrees of freedom for the sample, ν, and
whether the significance test is one-tailed or two-tailed. For paired data, the degrees
of freedom is n – 1. If texp is greater than t(α, ν), then the null hypothesis is rejected
and the alternative hypothesis is accepted. If texp is less than or equal to t(α, ν), then
the null hypothesis is retained, and a significant difference has not been demon-
strated at the stated significance level. This is known as the paired t-test.

EXAMPLE 4.21
Marecek and colleagues developed a new electrochemical method for the rapid
quantitative analysis of the antibiotic monensin in the fermentation vats used
during its production.9 The standard method for the analysis, which is based
on a test for microbiological activity, is both difficult and time-consuming. As
part of the study, samples taken at different times from a fermentation
production vat were analyzed for the concentration of monensin using both
the electrochemical and microbiological procedures. The results, in parts per
thousand (ppt),* are reported in the following table.

Sample Microbiological Electrochemical

1 129.5 132.3

2 89.6 91.0

3 76.6 73.6

4 52.2 58.2

5 110.8 104.2

6 50.4 49.9

7 72.4 82.1

8 141.4 154.1

9 75.0 73.4

10 34.1 38.1

11 60.3 60.1

Determine whether there is a significant difference between the methods at
α = 0.05.

t
d n

sd
exp =

0 = ±d
ts

n

d

*1 ppt is equivalent to 0.1%.

paired t-test
Statistical test for comparing paired data
to determine if their difference is too
large to be explained by indeterminate
error.
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 и на  sd ќе доведе до појава 
на вградена грешка при проценувањето на вредностите за вистинската средна 
вредност и вистинската стандардна девијација. За примероци, чии концентрации 
варираат во ограничен интервал, како оние што се прикажани во пример 4.21, ова 
многу ретко може да претставува проблем. Кога спарените податоци опфаќаат многу 
широк интервал на концентрации, големината на неопределената и на определената 
грешка не мора да биде независна од концентрацијата на аналитот. Во вакви случаи, 
спарениот t-тест може да даде погрешни резултати бидејќи спарените податоци со 
најголема определена и неопределена грешка ќе доминираат во 
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methods. In general, paired data sets are used whenever the variation being investi-
gated is smaller than other potential sources of variation.

In a study involving paired data the difference, di, between the paired values for
each sample is calculated. The average difference, 

–
d, and standard deviation of the

differences, sd, are then calculated. The null hypothesis is that 
–
d is 0, and that there

is no difference in the results for the two data sets. The alternative hypothesis is that
the results for the two sets of data are significantly different, and, therefore, 

–
d is not

equal to 0.
The test statistic, texp, is derived from a confidence interval around 

–
d

where n is the number of paired samples. Replacing t with texp and rearranging gives

The value of texp is then compared with a critical value, t(α, ν), which is determined
by the chosen significance level, α, the degrees of freedom for the sample, ν, and
whether the significance test is one-tailed or two-tailed. For paired data, the degrees
of freedom is n – 1. If texp is greater than t(α, ν), then the null hypothesis is rejected
and the alternative hypothesis is accepted. If texp is less than or equal to t(α, ν), then
the null hypothesis is retained, and a significant difference has not been demon-
strated at the stated significance level. This is known as the paired t-test.

EXAMPLE 4.21
Marecek and colleagues developed a new electrochemical method for the rapid
quantitative analysis of the antibiotic monensin in the fermentation vats used
during its production.9 The standard method for the analysis, which is based
on a test for microbiological activity, is both difficult and time-consuming. As
part of the study, samples taken at different times from a fermentation
production vat were analyzed for the concentration of monensin using both
the electrochemical and microbiological procedures. The results, in parts per
thousand (ppt),* are reported in the following table.

Sample Microbiological Electrochemical

1 129.5 132.3

2 89.6 91.0

3 76.6 73.6

4 52.2 58.2

5 110.8 104.2

6 50.4 49.9

7 72.4 82.1

8 141.4 154.1

9 75.0 73.4

10 34.1 38.1

11 60.3 60.1

Determine whether there is a significant difference between the methods at
α = 0.05.

t
d n

sd
exp =

0 = ±d
ts

n

d

*1 ppt is equivalent to 0.1%.

paired t-test
Statistical test for comparing paired data
to determine if their difference is too
large to be explained by indeterminate
error.
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. Во ваков случај, 
најдобро е споредбата да се направи со линеарна регресија, а деталите за ова ќе 
бидат дискутирани во следното поглавје. 

4Ѓ.5 Детектирање на екстремни вредности 
Понекогаш, множеството податоци може да содржи еден или повеќе податоци 
кои не се во согласност со останатите податоци. Ваквите вредности се нарекуваат 
екстремни вредности. Најчесто користен тест за идентификување на екстремни 
вредности претставува диксоновиот Q-тест. Според нултата хипотеза, екстремната 
вредност припаѓа на истата популација како и останатите податоци. Според 
алтернативната хипотеза, екстремната вредност припаѓа на друга популација и 
според тоа, не треба понатаму да се разгледува.

Q-тестот ја споредува разликата на сомнителната вредност и најблиската до неа 
вредност од множеството од податоци, во однос на рангот на целото множество од 
податоци. Податоците се подредуваат од најмал до најголем, така што сомнителната 

екстремна вредност
Податок чија вредност е многу поголема или 
многу помала од останатите податоци.

диксонов Q-тест
Статистички тест за детектирање на 
екстремни вредности.

Образец
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вредност е или прв или последен податок. Статистиката Qexp се пресметува според 
равенката 4.23 доколку сомнителната вредност е најмалата (X1)
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point. The test statistic, Qexp, is calculated using equation 4.23 if the suspected out-
lier is the smallest value (X1)

4.23

or using equation 4.24 if the suspected outlier is the largest value (Xn)

4.24

where n is the number of members in the data set, including the suspected outlier.
It is important to note that equations 4.23 and 4.24 are valid only for the detection
of a single outlier. Other forms of Dixon’s Q-test allow its extension to the detection
of multiple outliers.10 The value of Qexp is compared with a critical value, Q(α, n), at
a significance level of α. The Q-test is usually applied as the more conservative two-
tailed test, even though the outlier is the smallest or largest value in the data set.
Values for Q(α, n) can be found in Appendix 1D. If Qexp is greater than Q(α, n),
then the null hypothesis is rejected and the outlier may be rejected. When Qexp is
less than or equal to Q(α, n) the suspected outlier must be retained.

EXAMPLE 4.22
The following masses, in grams, were recorded in an experiment to determine
the average mass of a U.S. penny.

3.067 3.049 3.039 2.514 3.048 3.079 3.094 3.109 3.102

Determine if the value of 2.514 g is an outlier at α = 0.05.

SOLUTION

To begin with, place the masses in order from smallest to largest

2.514 3.039 3.048 3.049 3.067 3.079 3.094 3.102 3.109

and calculate Qexp

The critical value for Q(0.05, 9) is 0.493. Since Qexp > Q(0.05, 9) the value is
assumed to be an outlier, and can be rejected.

The Q-test should be applied with caution since there is a probability, equal to
α, that an outlier identified by the Q-test actually is not an outlier. In addition, the
Q-test should be avoided when rejecting an outlier leads to a precision that is un-
reasonably better than the expected precision determined by a propagation of un-
certainty. Given these two concerns it is not surprising that some statisticians cau-
tion against the removal of outliers.11 On the other hand, testing for outliers can
provide useful information if we try to understand the source of the suspected out-
lier. For example, the outlier identified in Example 4.22 represents a significant
change in the mass of a penny (an approximately 17% decrease in mass), due to a
change in the composition of the U.S. penny. In 1982, the composition of a U.S.
penny was changed from a brass alloy consisting of 95% w/w Cu and 5% w/w Zn, to
a zinc core covered with copper.12 The pennies in Example 4.22 were therefore
drawn from different populations.
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или со користење на равенката 4.24 доколку сомнителната вредност е со најголемата 
вредност (Xn)
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point. The test statistic, Qexp, is calculated using equation 4.23 if the suspected out-
lier is the smallest value (X1)

4.23

or using equation 4.24 if the suspected outlier is the largest value (Xn)

4.24

where n is the number of members in the data set, including the suspected outlier.
It is important to note that equations 4.23 and 4.24 are valid only for the detection
of a single outlier. Other forms of Dixon’s Q-test allow its extension to the detection
of multiple outliers.10 The value of Qexp is compared with a critical value, Q(α, n), at
a significance level of α. The Q-test is usually applied as the more conservative two-
tailed test, even though the outlier is the smallest or largest value in the data set.
Values for Q(α, n) can be found in Appendix 1D. If Qexp is greater than Q(α, n),
then the null hypothesis is rejected and the outlier may be rejected. When Qexp is
less than or equal to Q(α, n) the suspected outlier must be retained.

EXAMPLE 4.22
The following masses, in grams, were recorded in an experiment to determine
the average mass of a U.S. penny.

3.067 3.049 3.039 2.514 3.048 3.079 3.094 3.109 3.102

Determine if the value of 2.514 g is an outlier at α = 0.05.

SOLUTION

To begin with, place the masses in order from smallest to largest

2.514 3.039 3.048 3.049 3.067 3.079 3.094 3.102 3.109

and calculate Qexp

The critical value for Q(0.05, 9) is 0.493. Since Qexp > Q(0.05, 9) the value is
assumed to be an outlier, and can be rejected.

The Q-test should be applied with caution since there is a probability, equal to
α, that an outlier identified by the Q-test actually is not an outlier. In addition, the
Q-test should be avoided when rejecting an outlier leads to a precision that is un-
reasonably better than the expected precision determined by a propagation of un-
certainty. Given these two concerns it is not surprising that some statisticians cau-
tion against the removal of outliers.11 On the other hand, testing for outliers can
provide useful information if we try to understand the source of the suspected out-
lier. For example, the outlier identified in Example 4.22 represents a significant
change in the mass of a penny (an approximately 17% decrease in mass), due to a
change in the composition of the U.S. penny. In 1982, the composition of a U.S.
penny was changed from a brass alloy consisting of 95% w/w Cu and 5% w/w Zn, to
a zinc core covered with copper.12 The pennies in Example 4.22 were therefore
drawn from different populations.
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каде n го претставува бројот примероци во множеството од податоци, вклучувајќи 
ги тука и сомнителните примероци. Треба да се има предвид дека равенките 4.23 
и 4.24 важат за детектирање на само една екстремна вредност. Други форми на 
диксоновиот Q-тест овозможуваат негово проширување за да се детектираат повеќе 
екстремни вредности.10 Вредностите за Qexp се споредуваат со Q(α; n) при одбрано 
ниво на значајност, α. Q-тестот вообичаено се применува како поконзервативен 
двостран тест иако екстремната вредност претставува најмалата или најголемата 
вредност во множеството од податоци. Вредностите за Q(α; n) се дадени во 
Додаток 1Г. Доколку Qexp е поголемо од Q(α; n), тогаш нултата хипотеза се отфрла 
и екстремната вредност може да биде отфрлена. Доколку Qexp е помало или еднакво 
на Q(α; n) сомнителната вредност мора да биде задржана.

Следните маси, изразени во грами, биле измерени во еден експеримент за 
определување на масата на монети од еден цент.

3,067   3,049   3,039   2,514   3,048   3,079   3,094   3,109   3,102
Да се определи дали вредноста 2,514 претставува екстремна вредност при 
α = 0,05.
Решение

На почеток, масите се подредуваат, по растечки редослед
2,514   3,039   3,048   3,049   3,067   3,079   3,094   3,102   3,109

и се пресметува статистиката Qexp
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point. The test statistic, Qexp, is calculated using equation 4.23 if the suspected out-
lier is the smallest value (X1)

4.23

or using equation 4.24 if the suspected outlier is the largest value (Xn)

4.24

where n is the number of members in the data set, including the suspected outlier.
It is important to note that equations 4.23 and 4.24 are valid only for the detection
of a single outlier. Other forms of Dixon’s Q-test allow its extension to the detection
of multiple outliers.10 The value of Qexp is compared with a critical value, Q(α, n), at
a significance level of α. The Q-test is usually applied as the more conservative two-
tailed test, even though the outlier is the smallest or largest value in the data set.
Values for Q(α, n) can be found in Appendix 1D. If Qexp is greater than Q(α, n),
then the null hypothesis is rejected and the outlier may be rejected. When Qexp is
less than or equal to Q(α, n) the suspected outlier must be retained.

EXAMPLE 4.22
The following masses, in grams, were recorded in an experiment to determine
the average mass of a U.S. penny.

3.067 3.049 3.039 2.514 3.048 3.079 3.094 3.109 3.102

Determine if the value of 2.514 g is an outlier at α = 0.05.

SOLUTION

To begin with, place the masses in order from smallest to largest

2.514 3.039 3.048 3.049 3.067 3.079 3.094 3.102 3.109

and calculate Qexp

The critical value for Q(0.05, 9) is 0.493. Since Qexp > Q(0.05, 9) the value is
assumed to be an outlier, and can be rejected.

The Q-test should be applied with caution since there is a probability, equal to
α, that an outlier identified by the Q-test actually is not an outlier. In addition, the
Q-test should be avoided when rejecting an outlier leads to a precision that is un-
reasonably better than the expected precision determined by a propagation of un-
certainty. Given these two concerns it is not surprising that some statisticians cau-
tion against the removal of outliers.11 On the other hand, testing for outliers can
provide useful information if we try to understand the source of the suspected out-
lier. For example, the outlier identified in Example 4.22 represents a significant
change in the mass of a penny (an approximately 17% decrease in mass), due to a
change in the composition of the U.S. penny. In 1982, the composition of a U.S.
penny was changed from a brass alloy consisting of 95% w/w Cu and 5% w/w Zn, to
a zinc core covered with copper.12 The pennies in Example 4.22 were therefore
drawn from different populations.
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Критичната вредност за Q(0,05; 9) изнесува 0,493. Со оглед на тоа што Qexp > 
Q(0,05; 9) разгледуваната вредност претставува екстремна вредност и според 
тоа може да биде отстранета.

П
ри
м
ер Пример 4.22

При користење на Q-тестот, треба да се има предвид дека постои веројатност, 
еднаква на α, дека екстремната вредност идентификувана од Q-тестот всушност 
не претставува екстремна вредност. Исто така, Q-тестот треба да се избегнува во 
ситуации кога отстранувањето на екстремната вредност доведува до неприфатливо 
подобра прецизност од очекуваната прецизност, врз основа на пренесувањето на 
несигурноста. Ова се две важни забелешки, што предизвикуваат некои статистичари 
да не се сложуваат со отстранувањето на екстремните вредности.11 Од друга страна, 
пак, тестирањето на екстремните вредности може да даде важни информации 
за причините кои довеле до некоја екстремна вредност. На пример, екстремната 
вредност во промената на масата на монетата (приближно 17% намалување на 
масата, детектирана во пример 4.22) се должи на промената на составот на легурата. 
Во 1982 година, составот на американските монетите од еден цент бил променет од 
бронза која содржела 95% Cu и 5% Zn, во монета која е направена од цинк на која е 
нанесен слој од бакар.12. Значи, монетите од примерот 4.22 припаѓаат на различни 
популации. 
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Figure 4.12
Normal distribution curves showing the
definition of detection limit and limit of
identification (LOI). The probability of a type
1 error is indicated by the dark shading, and
the probability of a type 2 error is indicated
by light shading.
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limit of identification
The smallest concentration or absolute
amount of analyte such that the
probability of type 1 and type 2 errors
are equal (LOI).

detection limit
The smallest concentration or absolute
amount of analyte that can be reliably
detected.

4G Detection Limits
The focus of this chapter has been the evaluation of analytical data, including the
use of statistics. In this final section we consider how statistics may be used to char-
acterize a method’s ability to detect trace amounts of an analyte.

A method’s detection limit is the smallest amount or concentration of analyte
that can be detected with statistical confidence. The International Union of Pure
and Applied Chemistry (IUPAC) defines the detection limit as the smallest concen-
tration or absolute amount of analyte that has a signal significantly larger than the
signal arising from a reagent blank. Mathematically, the analyte’s signal at the detec-
tion limit, (SA)DL, is

(SA)DL = Sreag + zσreag 4.25

where Sreag is the signal for a reagent blank, σreag is the known standard devia-
tion for the reagent blank’s signal, and z is a factor accounting for the desired
confidence level. The concentration, (CA)DL, or absolute amount of analyte,
(nA)DL, at the detection limit can be determined from the signal at the detection
limit.

The value for z depends on the desired significance level for reporting the detection
limit. Typically, z is set to 3, which, from Appendix 1A, corresponds to a signifi-
cance level of α = 0.00135. Consequently, only 0.135% of measurements made on
the blank will yield signals that fall outside this range (Figure 4.12a). When σreag is
unknown, the term zσreag may be replaced with tsreag, where t is the appropriate
value from a t-table for a one-tailed analysis.13

In analyzing a sample to determine whether an analyte is present, the signal
for the sample is compared with the signal for the blank. The null hypothesis is
that the sample does not contain any analyte, in which case (SA)DL and Sreag are
identical. The alternative hypothesis is that the analyte is present, and (SA)DL is
greater than Sreag. If (SA)DL exceeds Sreag by zσ(or ts), then the null hypothesis is
rejected and there is evidence for the analyte’s presence in the sample. The proba-
bility that the null hypothesis will be falsely rejected, a type 1 error, is the same as
the significance level. Selecting z to be 3 minimizes the probability of a type 1
error to 0.135%.

Significance tests, however, also are subject to type 2 errors in which the null
hypothesis is falsely retained. Consider, for example, the situation shown in Figure
4.12b, where SA is exactly equal to (SA)DL. In this case the probability of a type 2
error is 50% since half of the signals arising from the sample’s population fall below
the detection limit. Thus, there is only a 50:50 probability that an analyte at the
IUPAC detection limit will be detected. As defined, the IUPAC definition for the
detection limit only indicates the smallest signal for which we can say, at a signifi-
cance level of α, that an analyte is present in the sample. Failing to detect the ana-
lyte, however, does not imply that it is not present.

An alternative expression for the detection limit, which minimizes both type 1
and type 2 errors, is the limit of identification, (SA)LOI, which is defined as 14

(SA)LOI = Sreag + zσreag + zσsamp
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4Е  Граници на детекција
Ова поглавје ги разгледува приодите во проценката на аналитичките податоците 
со користење на статистика. Во овој последен дел, прикажано е како статистиката 
може да се примени за проценка на можностите на една метода за детекција на 
количества во трагови од аналит.
Границата на детекција на една метода претставува најмалото количество или 
концентрација од аналит што може да се детектира со статистичка сигурност. 
Меѓународната унија за чиста и применета хемија (IUPAC*) ја дефинира границата 
на детекција како најмалата концентрација или апсолутно количество од аналит 
кое поседува сигнал кој е значително поголем од сигналот на слепата проба. 
Математички, сигналот на аналитот, на границата на детекција, (SA)DL изнесува

Figure 4.12
Normal distribution curves showing the
definition of detection limit and limit of
identification (LOI). The probability of a type
1 error is indicated by the dark shading, and
the probability of a type 2 error is indicated
by light shading.
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detected.

4G Detection Limits
The focus of this chapter has been the evaluation of analytical data, including the
use of statistics. In this final section we consider how statistics may be used to char-
acterize a method’s ability to detect trace amounts of an analyte.

A method’s detection limit is the smallest amount or concentration of analyte
that can be detected with statistical confidence. The International Union of Pure
and Applied Chemistry (IUPAC) defines the detection limit as the smallest concen-
tration or absolute amount of analyte that has a signal significantly larger than the
signal arising from a reagent blank. Mathematically, the analyte’s signal at the detec-
tion limit, (SA)DL, is

(SA)DL = Sreag + zσreag 4.25

where Sreag is the signal for a reagent blank, σreag is the known standard devia-
tion for the reagent blank’s signal, and z is a factor accounting for the desired
confidence level. The concentration, (CA)DL, or absolute amount of analyte,
(nA)DL, at the detection limit can be determined from the signal at the detection
limit.

The value for z depends on the desired significance level for reporting the detection
limit. Typically, z is set to 3, which, from Appendix 1A, corresponds to a signifi-
cance level of α = 0.00135. Consequently, only 0.135% of measurements made on
the blank will yield signals that fall outside this range (Figure 4.12a). When σreag is
unknown, the term zσreag may be replaced with tsreag, where t is the appropriate
value from a t-table for a one-tailed analysis.13

In analyzing a sample to determine whether an analyte is present, the signal
for the sample is compared with the signal for the blank. The null hypothesis is
that the sample does not contain any analyte, in which case (SA)DL and Sreag are
identical. The alternative hypothesis is that the analyte is present, and (SA)DL is
greater than Sreag. If (SA)DL exceeds Sreag by zσ(or ts), then the null hypothesis is
rejected and there is evidence for the analyte’s presence in the sample. The proba-
bility that the null hypothesis will be falsely rejected, a type 1 error, is the same as
the significance level. Selecting z to be 3 minimizes the probability of a type 1
error to 0.135%.

Significance tests, however, also are subject to type 2 errors in which the null
hypothesis is falsely retained. Consider, for example, the situation shown in Figure
4.12b, where SA is exactly equal to (SA)DL. In this case the probability of a type 2
error is 50% since half of the signals arising from the sample’s population fall below
the detection limit. Thus, there is only a 50:50 probability that an analyte at the
IUPAC detection limit will be detected. As defined, the IUPAC definition for the
detection limit only indicates the smallest signal for which we can say, at a signifi-
cance level of α, that an analyte is present in the sample. Failing to detect the ana-
lyte, however, does not imply that it is not present.

An alternative expression for the detection limit, which minimizes both type 1
and type 2 errors, is the limit of identification, (SA)LOI, which is defined as 14

(SA)LOI = Sreag + zσreag + zσsamp
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Каде Sreag претставува сигналот на слепата проба, σreag претставува стандардната 
девијација на слепата проба, а z претставува фактор во врска со одбраното ниво на 
доверба. Концентрацијата, (CA)DL или апсолутното количество од аналитот (nA)DL, 
на границата на детекција може да биде определено од сигналот на границата на 
детекција

Figure 4.12
Normal distribution curves showing the
definition of detection limit and limit of
identification (LOI). The probability of a type
1 error is indicated by the dark shading, and
the probability of a type 2 error is indicated
by light shading.
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detected.

4G Detection Limits
The focus of this chapter has been the evaluation of analytical data, including the
use of statistics. In this final section we consider how statistics may be used to char-
acterize a method’s ability to detect trace amounts of an analyte.

A method’s detection limit is the smallest amount or concentration of analyte
that can be detected with statistical confidence. The International Union of Pure
and Applied Chemistry (IUPAC) defines the detection limit as the smallest concen-
tration or absolute amount of analyte that has a signal significantly larger than the
signal arising from a reagent blank. Mathematically, the analyte’s signal at the detec-
tion limit, (SA)DL, is

(SA)DL = Sreag + zσreag 4.25

where Sreag is the signal for a reagent blank, σreag is the known standard devia-
tion for the reagent blank’s signal, and z is a factor accounting for the desired
confidence level. The concentration, (CA)DL, or absolute amount of analyte,
(nA)DL, at the detection limit can be determined from the signal at the detection
limit.

The value for z depends on the desired significance level for reporting the detection
limit. Typically, z is set to 3, which, from Appendix 1A, corresponds to a signifi-
cance level of α = 0.00135. Consequently, only 0.135% of measurements made on
the blank will yield signals that fall outside this range (Figure 4.12a). When σreag is
unknown, the term zσreag may be replaced with tsreag, where t is the appropriate
value from a t-table for a one-tailed analysis.13

In analyzing a sample to determine whether an analyte is present, the signal
for the sample is compared with the signal for the blank. The null hypothesis is
that the sample does not contain any analyte, in which case (SA)DL and Sreag are
identical. The alternative hypothesis is that the analyte is present, and (SA)DL is
greater than Sreag. If (SA)DL exceeds Sreag by zσ(or ts), then the null hypothesis is
rejected and there is evidence for the analyte’s presence in the sample. The proba-
bility that the null hypothesis will be falsely rejected, a type 1 error, is the same as
the significance level. Selecting z to be 3 minimizes the probability of a type 1
error to 0.135%.

Significance tests, however, also are subject to type 2 errors in which the null
hypothesis is falsely retained. Consider, for example, the situation shown in Figure
4.12b, where SA is exactly equal to (SA)DL. In this case the probability of a type 2
error is 50% since half of the signals arising from the sample’s population fall below
the detection limit. Thus, there is only a 50:50 probability that an analyte at the
IUPAC detection limit will be detected. As defined, the IUPAC definition for the
detection limit only indicates the smallest signal for which we can say, at a signifi-
cance level of α, that an analyte is present in the sample. Failing to detect the ana-
lyte, however, does not imply that it is not present.

An alternative expression for the detection limit, which minimizes both type 1
and type 2 errors, is the limit of identification, (SA)LOI, which is defined as 14

(SA)LOI = Sreag + zσreag + zσsamp
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Вредностите за z зависат од посакуваното ниво на значајност за пресметување на 
границата на детекција. Вообичаено е z да изнесува 3, што, според Додаток 1А 
одговара на ниво на значајност од α = 0,00135. Според тоа, само 0,135% од мерењата 
извршени со слепата проба ќе се наоѓаат надвор од овој опсег (слика 4.12а). Кога 
σreag не е познато, термот zσreag треба да се замени со tsreag, каде t претставува 
соодветна вредност од t-табелата за едностран тест.

За да се утврди дали аналитот е присутен во некој примерок, сигналот од 
примерокот се споредува со сигналот од слепата проба. Според нултата хипотеза, 
примерокот не содржи аналит, и во тој случај (SA)DL и Sreag се идентични. 
Алтернативната хипотеза вели дека аналитот е присутен и дека (SA)DL е поголемо 
од Sreag. Доколку (SA)DL е поголемо од Sreag за вредност zσ (или за ts), тогаш нултата 
хипотеза се отфрла затоа што постои статистички доказ дека аналитот е присутен 
во примерокот.  Веројатноста дека нултата хипотеза ќе биде отфрлена по грешка, 
(грешка од 1 тип), е иста како и нивото на значајност. Со изборот на вредноста 3 за 
z, веројатноста за појавување на грешка од 1 тип  изнесува 0,135%.

Но, тестовите на значајност се подложни и на грешки од 2 тип,  кои укажуваат 
дека погрешно е прифатена нултата хипотеза, кога таа не е вистинита. На 
пример, ситуацијата која е прикажана на слика 4.12б, каде SA е еднакво со (SA)
DL. Во овој случај, веројатноста за појавување на грешка од 2тип  изнесува 50%, 
бидејќи половината од сигналите кои се должат на овие повторени мерења  се 
наоѓаат под границата на детекција. Според тоа, постои 50:50 веројатност дека 
на границата на детекција дефинирана од IUPAC, аналитот ќе биде детектиран. 
Според дефиницијата на IUPAC, граница на детекција само укажува на најмалиот 
сигнал за кој може да се каже, при ниво на значајност α, дека аналитот е присутен 
во примерокот. Неможноста да се детектира аналитот, не мора значи дека тој не е 
присутен во примерокот.

Поинаков израз за границата на детекција, кој ги минимизира и грешката од 
тип 1 и грешката од тип 2 се нарекува граница на идентификација, (SA)LOI, која е 
дефинирана на следниот начин14

Figure 4.12
Normal distribution curves showing the
definition of detection limit and limit of
identification (LOI). The probability of a type
1 error is indicated by the dark shading, and
the probability of a type 2 error is indicated
by light shading.
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limit of identification
The smallest concentration or absolute
amount of analyte such that the
probability of type 1 and type 2 errors
are equal (LOI).

detection limit
The smallest concentration or absolute
amount of analyte that can be reliably
detected.

4G Detection Limits
The focus of this chapter has been the evaluation of analytical data, including the
use of statistics. In this final section we consider how statistics may be used to char-
acterize a method’s ability to detect trace amounts of an analyte.

A method’s detection limit is the smallest amount or concentration of analyte
that can be detected with statistical confidence. The International Union of Pure
and Applied Chemistry (IUPAC) defines the detection limit as the smallest concen-
tration or absolute amount of analyte that has a signal significantly larger than the
signal arising from a reagent blank. Mathematically, the analyte’s signal at the detec-
tion limit, (SA)DL, is

(SA)DL = Sreag + zσreag 4.25

where Sreag is the signal for a reagent blank, σreag is the known standard devia-
tion for the reagent blank’s signal, and z is a factor accounting for the desired
confidence level. The concentration, (CA)DL, or absolute amount of analyte,
(nA)DL, at the detection limit can be determined from the signal at the detection
limit.

The value for z depends on the desired significance level for reporting the detection
limit. Typically, z is set to 3, which, from Appendix 1A, corresponds to a signifi-
cance level of α = 0.00135. Consequently, only 0.135% of measurements made on
the blank will yield signals that fall outside this range (Figure 4.12a). When σreag is
unknown, the term zσreag may be replaced with tsreag, where t is the appropriate
value from a t-table for a one-tailed analysis.13

In analyzing a sample to determine whether an analyte is present, the signal
for the sample is compared with the signal for the blank. The null hypothesis is
that the sample does not contain any analyte, in which case (SA)DL and Sreag are
identical. The alternative hypothesis is that the analyte is present, and (SA)DL is
greater than Sreag. If (SA)DL exceeds Sreag by zσ(or ts), then the null hypothesis is
rejected and there is evidence for the analyte’s presence in the sample. The proba-
bility that the null hypothesis will be falsely rejected, a type 1 error, is the same as
the significance level. Selecting z to be 3 minimizes the probability of a type 1
error to 0.135%.

Significance tests, however, also are subject to type 2 errors in which the null
hypothesis is falsely retained. Consider, for example, the situation shown in Figure
4.12b, where SA is exactly equal to (SA)DL. In this case the probability of a type 2
error is 50% since half of the signals arising from the sample’s population fall below
the detection limit. Thus, there is only a 50:50 probability that an analyte at the
IUPAC detection limit will be detected. As defined, the IUPAC definition for the
detection limit only indicates the smallest signal for which we can say, at a signifi-
cance level of α, that an analyte is present in the sample. Failing to detect the ana-
lyte, however, does not imply that it is not present.

An alternative expression for the detection limit, which minimizes both type 1
and type 2 errors, is the limit of identification, (SA)LOI, which is defined as 14

(SA)LOI = Sreag + zσreag + zσsamp
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*П.П. Целосниот назив на англиски е: International Union of Pure and Applied Chemistry.

граница на детекција
Најмалата концентрација или апсолутно 
количество на аналитот што може со 
сигурност да се детектира.

Слика 4.12 
Криви на нормална распределба, на кои 
се прикажани границата на детекција 
и границата на идентификација (LOI). 
Веројатноста за грешка од тип 1 е 
означена со потемно сива боја, додека 
пак, веројатноста од грешка од тип 2 е 
означена со посветло сива боја.
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Како што е прикажано на слика 4.12в, границата на идентификација се одбира на 
начин на кој се добиваат еднакви варојатности за појавување на грешки од тип 1 и 
од тип 2. Комитетот за аналитичка хемија на животната средина на Американското 
хемиско друштво препорачува користење и на границата на квантификација (SA)
LAQ која се дефинира на следниов начин15

Постојат и други пристапи со кои може да се дефинира границата на детекција.16

Границите на детекција, често пати се претставува, особено кога се работи за јавни 
регулаторни прашања, како линија која ги разделува аналитите кои може да се 
детектираат од оние кои не може да се детектираат.17 Ваквиот начин на употреба на 
границата на детекција не е соодветен. Дефинирањето на границата на детекција 
со дадено ниво на статистичка значајност укажува на можноста од постоење на 
сива зона, каде аналитот некогаш може да биде детектиран, а некогаш не. Ова е 
прикажано на слика 4.13 каде горната и долната граница на доверба се дефинирани 
со прифатливи веројатности за грешките од тип 1 и тип 2. Аналитите кои покажуваат 
сигнал поголем од оној дефиниран со горната граница на доверба секогаш ќе бидат 
детектирани, а аналитите кои даваат сигнали помали од ниската граница на доверба, 
не се никогаш детектирани. За сигналите што се помеѓу горната и долната граница 
на доверба, не е можно со сигурност да се каже, бидејќи тие може да припаѓаат и 
на популацијата на слепата проба и на популацијата на аналитот. На слика 4.12в 
претставена е најмалата вредност за SA, за која може со сигурност да се претпостави 
дека се должи на аналитот.

As shown in Figure 4.12c, the limit of identification is selected such that there is an
equal probability of type 1 and type 2 errors. The American Chemical Society’s
Committee on Environmental Analytical Chemistry recommends the limit of
quantitation, (SA)LOQ, which is defined as15

(SA)LOQ = Sreag + 10σreag

Other approaches for defining the detection limit have also been developed.16

The detection limit is often represented, particularly when used in debates over
public policy issues, as a distinct line separating analytes that can be detected from
those that cannot be detected.17 This use of a detection limit is incorrect. Defining
the detection limit in terms of statistical confidence levels implies that there may be
a gray area where the analyte is sometimes detected and sometimes not detected.
This is shown in Figure 4.13 where the upper and lower confidence limits are de-
fined by the acceptable probabilities for type 1 and type 2 errors. Analytes produc-
ing signals greater than that defined by the upper confidence limit are always de-
tected, and analytes giving signals smaller than the lower confidence limit are never
detected. Signals falling between the upper and lower confidence limits, however,
are ambiguous because they could belong to populations representing either the
reagent blank or the analyte. Figure 4.12c represents the smallest value of SA for
which no such ambiguity exists.
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Sreag SA

??? Always
detected

Never
detected

Lower
confidence
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Upper
confidence

interval

Figure 4.13
Establishment of areas where the signal is
never detected, always detected, and where
results are ambiguous. The upper and lower
confidence limits are defined by the probability
of a type 1 error (dark shading), and the
probability of a type 2 error (light shading).

4H KEY TERMS

alternative hypothesis (p. 83)

binomial distribution (p. 72)

central limit theorem (p. 79)

confidence interval (p. 75)

constant determinate error (p. 60)

degrees of freedom (p. 80)

detection limit (p. 95)

determinate error (p. 58)

Dixon’s Q-test (p. 93)

error (p. 64)

F-test (p. 87)

heterogeneous (p. 58)

histogram (p. 77)

homogeneous (p. 72)

indeterminate error (p. 62)

limit of identification (p. 95)

limit of quantitation (p. 96)

mean (p. 54)

measurement error (p. 58)

median (p. 55)

method error (p. 58)

normal distribution (p. 73)

null hypothesis (p. 83)

one-tailed significance test (p. 84)

outlier (p. 93)

paired data (p. 88)

paired t-test (p. 92)

personal error (p. 60)

population (p. 71)

probability distribution (p. 71)

proportional determinate error (p. 61)

range (p. 56)

repeatability (p. 62)

reproducibility (p. 62)

sample (p. 71)

sampling error (p. 58)

significance test (p. 83)

standard deviation (p. 56)

standard reference material (p. 61)

tolerance (p. 58)

t-test (p. 85)

two-tailed significance test (p. 84)

type 1 error (p. 84)

type 2 error (p. 84)

uncertainty (p. 64)

unpaired data (p. 88)

variance (p. 57)

The data we collect are characterized by their central tendency
(where the values are clustered), and their spread (the variation of
individual values around the central value). Central tendency is re-
ported by stating the mean or median. The range, standard devia-
tion, or variance may be used to report the data’s spread. Data also
are characterized by their errors, which include determinate errors

affecting the data’s accuracy, and indeterminate errors affecting
the data’s precision. A propagation of uncertainty allows us to es-
timate the affect of these determinate and indeterminate errors on
results determined from our data.

The distribution of the results of an analysis around a central
value is often described by a probability distribution, two examples

4I SUMMARY

limit of quantitation
The smallest concentration or absolute
amount of analyte that can be reliably
determined (LOQ).
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граница на идентификација
Најмалата концентрација или апсолутно 
количество од аналитот каде веројатноста за 
грешките од тип 1 и од тип 2 е еднаква.

Слика 4.13 
Определување на површините каде 
сигналот никогаш не се детектира, 
каде секогаш се детектира и на средина 
е делот каде не може со сигурност 
да се каже дали сигналот припаѓа на 
популацијата на слепата проба или, пак, 
на популацијата на аналитот.

Никогаш не 
се детектира

Секогаш ќе 
се детектира

Долна граница 
на доверба

Горна граница 
на доверба
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EXAMPLE 8.8
A 200.0-mL sample of water was filtered through a preweighed glass fiber filter.
After drying to constant weight at 105 °C, the filter was found to have increased
in mass by 48.2 mg. Determine the total suspended solids for the sample in
parts per million.

SOLUTION

Parts per million is the same as milligrams of analyte per liter of solution; thus,
the total suspended solids for the sample is

8D.3 Evaluating Particulate Gravimetry
The scale of operation and detection limit for particulate gravimetry can be ex-
tended beyond that of other gravimetric methods by increasing the size of the
sample taken for analysis. This is usually impossible for other gravimetric meth-
ods because of the difficulty of manipulating a larger sample through the indi-
vidual steps of the analysis. With particulate gravimetry, however, the part of
the sample that is not analyte is removed when filtering or extracting. Conse-
quently, particulate gravimetry is easily extended to the analysis of trace-level
analytes.

Except for methods relying on a quartz crystal microbalance, particulate
gravimetry uses the same balances as other gravimetric methods and is capable
of achieving similar levels of accuracy and precision. Since particulate gravime-
try is defined in terms of the mass of the particle itself, the sensitivity of the
analysis is given by the balance’s sensitivity. Selectivity, on the other hand, is de-
termined by either the filter’s pore size or the properties of the extracting phase.
Particulate gravimetric methods based on filtration are generally less time-,
labor-, and capital-intensive than other gravimetric methods since they require
only a filtration step.
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0.2000 L
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8E KEY TERMS

adsorbate (p. 239)

coagulation (p. 242)

digestion (p. 239)

electrogravimetry (p. 234)

gravimetry (p. 233)

homogeneous precipitation (p. 241)

inclusion (p. 238)

occlusion (p. 239)

particulate gravimetry (p. 234)

peptization (p. 245)

precipitant (p. 235)

precipitation gravimetry (p. 234)

relative supersaturation (p. 241)

supernatant (p. 244)

thermogram (p. 256)

thermogravimetry (p. 255)

volatilization gravimetry (p. 234)
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4З ПРЕГЛЕД

Собраните податоци се карактеризираат со централна 
тенденција (околу која тие се групираат) и со нивната 
расеаност (која ги покажува варијациите на секоја од 
вредностите околу централната величина). Како мерки 
за централната вредност најчесто се користат средната 
вредност или медијаната. Рангот, стандардната девијација 
или варијанцата се користат за да се опише нивната 

расеаност. Податоците се карактеризираат и со грешки, во 
кои спаѓаат определените грешки, кои влијаат врз точноста 
на податоците и неопределените грешки, кои влијаат врз 
прецизноста на податоците. Пренесувањето на несигурноста 
овозможува проценка на влијанијата на определените  и 
на неопределените грешки врз добиените резултати од 
податоците.
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Распределбата на резултатите од анализата околу 
централната вредност, често пати, се опишува со 
распределбата на веројатноста за која се наведени два 
примери: биномната распределба и нормалната распределба. 
Познавањето на видот на распределбата овозможува 
добивање информации за тоа колкава е веројатноста, 
резултатите да се најдат во определен интервал. Во случај 
на нормална распределба, овој опсег најдобро се изразува 
преку т.н. интервалите на доверба.

Статистичката анализа овозможува проценка дали 
резултатите се значително различни од стандардните 
вредности или од вредностите добиени од друг аналитичар, 
со друга метода или за други примероци. t-тестот се користи 
за споредба на средни вредности, додека пак, F-тестот се 
користи за споредба на прецизноста. Кога се споредуваат 

две множества од податоци, потребно е да се провери 
дали податоците се спарени или неспарени. За неспарени 
податоци, потребно е да се провери дали може да се 
пресмета вкупната стандардна девијација. Одлуката за тоа 
дали некоја екстремна вредност треба да се отфрли, треба 
да биде донесена врз основа на примена на диксоновиот 
Q-тест.

 На крајот, покажано е дека границата на детекција 
претставува статистичка величина која се однесува на 
најмалото количество од аналитот, кое може со сигурност да 
се определи. Границата на детекција не претставува егзактна 
величина бидејќи зависи од тоа со колкава сигурност се 
прикажува присуството или неприсуствотот на аналитот во 
некој примерок. Кога се прикажува границатата на детекција, 
треба да се наведе и начинот на кој е таа пресметана.

Предложени експерименти

Ек
сп
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4Ѕ
Следниве експерименти може да се користат како примери за употреба на статистичката анализа 
на податоци во лабораторијата по аналитичка хемија. За секој од експериментите даден е кус опис на 
податоците, а статистичката анализа е применета врз податоците.

Cunningham, C. C.; Brown, G. R.; St Pierre, L. E. “Evaluation 
of Experimental Data,” J. Chem. Educ. 1981, 58, 509–511.

Во овој експеримент, студентите треба да ја определат 
густината на стаклени топчиња, како и радиусот на 
внатрешната страна на капиларна цевка. Густината се 
определува со мерење на масата на стаклените топчиња, 
а волуменот се определува мерејќи го дијаметарот, 
под претпоставка дека топчињата имаат форма на 
идеална сфера. Добиените резултати се споредуваат 
со очекувањата, врз основа на нормална распределба. 
Радиусот на капиларната цевка се определува со Poiseuille-
овата равенка, со мерење на протокот на вода. Во двата 
експеримента, експериментално добиената стандардна 
девијација се споредува со проценетата несигурност.

Gordus, A. A. “Statistical Evaluation of Class Data for Two 
Buret Readings,” J. Chem. Educ. 1987, 64, 376–377.
Се отчитуваат волумените на водата во две бирети и потоа 
се пресметува разликата во волумените. Студентите ги 
анализираат податоците со исцртување на хистограми, за 
секој од волумените и ги споредуваат со предвидените, 
врз основа на нормалната распределба.

Harvey, D. T. “Statistical Evaluation of Acid/Base Indicators,” 
J. Chem. Educ. 1991, 68, 329–331.
Во овој експеримент, студентите стандардизираат раствор 
од HCl со титрација, со неколку различни индикатори, 
за определување на завршната точка. Статистичката 
анализа на податоците, со користење на t-тест и на F-тест 
им овозможува споредување на резултатите добиени со 
различни индикатори. Резултатите од овој експеримент 

може да бидат подоцна користени, при одбирање на 
најдобар индикатор за оваа намена.
O’Reilley, J. E. “The Length of a Pestle,” J. Chem. Educ. 
1986, 63, 894–896.
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Sheeran, D. “Copper Content in Synthetic Copper Carbonate: 
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• 1/2H2O, или за азурит, Cu3(OH)2(CO3)2.

Spencer, R. D. “The Dependence of Strength in Plastics upon 
Polymer Chain Length and Chain Orientation,” J. Chem. 
Educ. 1984, 61, 555–563.
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Thomasson, K.; Lofthus-Merschman, S.; Humbert, M.; et 
al. “Applying Statistics in the Undergraduate Chemistry 
Laboratory: Experiments with Food Dyes,” J. Chem. Educ. 
1998, 75, 231–233
Апсорбанцата на раствори од прехранбени бои се користи 
за испитување на присуството на екстремни вредности и 
споредба на средните вредности со употреба на t-тест.

Vitha, M. F.; Carr, P. W. “A Laboratory Exercise in Statistical 
Analysis of Data,” J. Chem. Educ. 1997, 74, 998–1000.
Студентите треба да ја определат просечната маса на 
таблети од витамин Е со употреба на различни методи 
(една по една, во обрасци сочинето од по десет таблети 
или од 100 таблети). Податоците собрани од сите студенти 
се собираат заедно, се прикажуваат како хистограм и 
се споредуваат со кривата на нормална распределба. 
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EXAMPLE 8.8
A 200.0-mL sample of water was filtered through a preweighed glass fiber filter.
After drying to constant weight at 105 °C, the filter was found to have increased
in mass by 48.2 mg. Determine the total suspended solids for the sample in
parts per million.

SOLUTION

Parts per million is the same as milligrams of analyte per liter of solution; thus,
the total suspended solids for the sample is

8D.3 Evaluating Particulate Gravimetry
The scale of operation and detection limit for particulate gravimetry can be ex-
tended beyond that of other gravimetric methods by increasing the size of the
sample taken for analysis. This is usually impossible for other gravimetric meth-
ods because of the difficulty of manipulating a larger sample through the indi-
vidual steps of the analysis. With particulate gravimetry, however, the part of
the sample that is not analyte is removed when filtering or extracting. Conse-
quently, particulate gravimetry is easily extended to the analysis of trace-level
analytes.

Except for methods relying on a quartz crystal microbalance, particulate
gravimetry uses the same balances as other gravimetric methods and is capable
of achieving similar levels of accuracy and precision. Since particulate gravime-
try is defined in terms of the mass of the particle itself, the sensitivity of the
analysis is given by the balance’s sensitivity. Selectivity, on the other hand, is de-
termined by either the filter’s pore size or the properties of the extracting phase.
Particulate gravimetric methods based on filtration are generally less time-,
labor-, and capital-intensive than other gravimetric methods since they require
only a filtration step.
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8E KEY TERMS

adsorbate (p. 239)

coagulation (p. 242)

digestion (p. 239)

electrogravimetry (p. 234)

gravimetry (p. 233)

homogeneous precipitation (p. 241)

inclusion (p. 238)

occlusion (p. 239)

particulate gravimetry (p. 234)

peptization (p. 245)

precipitant (p. 235)

precipitation gravimetry (p. 234)

relative supersaturation (p. 241)

supernatant (p. 244)

thermogram (p. 256)

thermogravimetry (p. 255)

volatilization gravimetry (p. 234)
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4И ЗАДАЧИ

Измерени се масите на 12 различни монети од 25 1.	
американски центи. Масите на монетите (изразени во 
грами) дадени се подолу:

5,683 5,549 5,548 5,552
5,620 5,536 5,539 5,684
5,551 5,552 5,554 5,632

	 Да се пресмета средната вредности, медијаната, рангот, 
стандардната девијација и варијанцата за овие податоци.
Подолу се дадени резултатите од определувањето на 2.	
ацетоминофен (во милиграми) во десет таблети во некој лек 
за ублажување на болка.18

224,3 240,4 246,3 239,4 253,1
261,7 229,4 255,5 235,5 249,7

	 (а) да се пресмета средната вредност, медијаната, рангот, 
стандардната девијација и варијанцата за овие податоци. 
(б) Под претпоставка дека  и S2  претставуваат добра 
апроксимација за μ и за σ2 а популацијата се покорува на 
нормална распределба, да се пресмета колкав процент 
од таблетите се очекува да содржи повеќе од 250 mg од 
ацетоминофенот?
Salem и Galan развиле нова метода за определување 3.	
на содржината на морфин хидрохлорид во таблети.19 
Резултатите од анализата (изразени во милиграми) на 
таблети со различна содржина од номиналното количество 
од аналитот се дадени подолу

99,17 54,21 28,51 19,06
94,31 55,62 26,25 8,83
95,92 57,40 25,92 9,08
94,55 57,51 28,62
93,83 52,59 24,93

	 (a) за секоја доза, пресметај ја средната вредност и 
стандардната девијација за масата на морфин хидрохлорид. 

(б) Под претпоставка дека   и S2 претставуваат добра 
апроксимација за μ и σ, а популацијата се покорува на 
нормална распределба, да се пресмета колкав процент од 
таблетите (за секоја доза) содржи повеќе од номиналното 
количество на морфин хидрохлорид?
Daskalakis и соработниците неодамна проценувале неколку 4.	
постапки за разградба на школки, за да се анализира 
среброто во нив.20 Една од методите кои се користат за 
оваа намена е со користење на отскокнувачки принос, при 
која познато количество сребро се додава кон земениот 
примерок од ткивото и количеството додадено сребро 
најдено во текот на анализата се пресметува. Во идеален 
случај, отскокнувачки принос треба да се биде во интервалот 
100 ± 15 %. Добиените резултати со оваа метода се дадени 
подолу
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Spencer, R. D. “The Dependence of Strength in Plastics upon
Polymer Chain Length and Chain Orientation,” J. Chem.
Educ. 1984, 61, 555–563.

The stretching properties of polymers are investigated by
examining the effect of polymer orientation, polymer chain
length, stretching rate, and temperature. Homogeneity of
polymer films and consistency between lots of polymer films
also are investigated. Statistical analysis of data includes Q-
tests and t-tests.

Thomasson, K.; Lofthus-Merschman, S.; Humbert, M.; et al.
“Applying Statistics in the Undergraduate Chemistry
Laboratory: Experiments with Food Dyes,” J. Chem. Educ.
1998, 75, 231–233.

The absorbance of solutions of food dyes is used to explore
the treatment of outliers and the application of the t-test for
comparing means.

Vitha, M. F.; Carr, P. W. “A Laboratory Exercise in Statistical
Analysis of Data,” J. Chem. Educ. 1997, 74, 998–1000.

Students determine the average weight of vitamin E pills using
several different methods (one at a time, in sets of ten pills,
and in sets of 100 pills). The data collected by the class are
pooled together, plotted as histograms, and compared with
results predicted by a normal distribution. The histograms and
standard deviations for the pooled data also show the effect of
sample size on the standard error of the mean.
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1. The following masses were recorded for 12 different U.S.
quarters (all given in grams):

5.683 5.549 5.548 5.552

5.620 5.536 5.539 5.684

5.551 5.552 5.554 5.632

Report the mean, median, range, standard deviation, and
variance for these data.

2. Shown in the following rows are results for the determination
of acetaminophen (in milligrams) in ten separate tablets of
Excedrin Extra Strength Pain Reliever.18

224.3 240.4 246.3 239.4 253.1

261.7 229.4 255.5 235.5 249.7

(a) Report the mean, median, range, standard deviation, and
variance for these data. (b) Assuming that 

–
X and s2 are good

approximations for µ and σ2, and that the population is
normally distributed, what percentage of tablets are expected
to contain more than the standard amount of 250 mg
acetaminophen per tablet?

3. Salem and Galan have developed a new method for
determining the amount of morphine hydrochloride in
tablets.19 Results, in milligrams, for several tablets containing
different nominal dosages follow

100-mg 60-mg 30-mg 10-mg 
tablets tablets tablets tablets

99.17 54.21 28.51 19.06

94.31 55.62 26.25 8.83

95.92 57.40 25.92 9.08

94.55 57.51 28.62

93.83 52.59 24.93

(a) For each dosage, calculate the mean and standard
deviation for the milligrams of morphine hydrochloride per
tablet. (b) Assuming that  

–
X and s2 are good approximations

for µ and σ2, and that the population is normally distributed,
what percentage of tablets at each dosage level are expected to
contain more than the nominal amount of morphine
hydrochloride per tablet?

4. Daskalakis and co-workers recently evaluated several
procedures for digesting the tissues of oysters and mussels
prior to analyzing the samples for silver.20 One of the 
methods used to evaluate the procedure is a spike 
recovery in which a known amount of silver is added 
to the tissue sample and the percent of the added silver
found on analysis is reported. Ideally, spike recoveries 
should fall within the range 100 ± 15%. The results 
for one method are 

106% 108% 92% 99% 104% 101% 93% 93%

Assuming that the spike recoveries are normally distributed,
what is the probability that any single spike recovery will be
within the accepted range?

5. The formula weight (FW) of a gas can be determined using
the following form of the ideal gas law

where g is the mass in grams, R is the gas constant, T is the
temperature in kelvins, P is the pressure in atmospheres, and
V is the volume in liters. In a typical analysis the following
data are obtained (with estimated uncertainties in
parentheses)

 
FW

gRT

PV
=

4K PROBLEMS
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	 Под претпоставка дека отскокнувачкиот принос се покорува 
на нормаланта распределба, да се пресмета веројатноста дека 
било кој отскокнувачки принос ќе се наоѓа во прифатливиот 
интервал?
Формулската маса (5.	 FW) на некој гас може да биде определена 
со користење на равенката за состојба на идеален гас
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for one method are 
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Assuming that the spike recoveries are normally distributed,
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FW

gRT

PV
=

4K PROBLEMS

1400-CH04  9/8/99  3:55 PM  Page 98

 
каде g претставува маса во грами, R претставува универзална 
гасна константа, Т претставува температурата изразена во 
келвини, P претставува притисокот, а V претставува 
волуменот во литри. Во една анализа добиени се следните 
резултати (несигурноста при мерењата е дадена во загради)

g = 0.118 (±0.002)
R = 0.082056 (±0.000001)
T = 298.2 (±0.1)
P = 0.724 (±0.005)
V = 0.250 (±0.005)

(a) What is the compound’s formula weight and its estimated
uncertainty? (b) To which variable(s) should you direct your
attention if you wish to improve the uncertainty in the
compound’s molecular weight?

6. A standard solution of Mn2+ was prepared by dissolving 
0.250 g of Mn in 10 mL of concentrated HNO3 (measured
with a graduated cylinder). The resulting solution was
quantitatively transferred to a 100-mL volumetric flask 
and diluted to volume with distilled water. A 10-mL 
aliquot of the solution was pipeted into a 500-mL volumetric
flask and diluted to volume. (a) Express the concentration 
of Mn in parts per million, and estimate uncertainty by a
propagation of uncertainty calculation. (b) Would the
uncertainty in the solution’s concentration be improved 
by using a pipet to measure the HNO3, instead of a 
graduated cylinder?

7. Hydroscopic materials often are measured by the technique of
weighing by difference. In this technique the material is
placed in a sealed container and weighed. A portion of the
material is removed, and the container and the remaining
material are reweighed. The difference between the two
masses gives the amount of material that was sampled. A
solution of a hydroscopic material with a gram formula
weight of 121.34 (±0.01) was prepared in the following
manner. A sample of the compound and its container has a
mass of 23.5811 g. A portion of the compound was
transferred to a 100-mL volumetric flask and diluted to
volume. The mass of the compound and container after the
transfer is 22.1559 g. Calculate the molarity of the solution,
and estimate its uncertainty by a propagation of uncertainty
calculation.

8. Show by a propagation of uncertainty calculation that the
standard error of the mean for n determinations is given as
s / √—

n.

9. What is the smallest mass that can be measured on an
analytical balance with a tolerance of ±0.1 mg, such that the
relative error is less than 0.1%?

10. Which of the following is the best way to dispense 100.0 mL
of a reagent: (a) use a 50-mL pipet twice; (b) use a 25-mL
pipet four times; or (c) use a 10-mL pipet ten times?

11. A solution can be diluted by a factor of 200 using readily
available pipets (1-mL to 100-mL) and volumetric flasks 
(10-mL to 1000-mL) in either one, two, or three steps.
Limiting yourself to glassware listed in Table 4.2, determine
the proper combination of glassware to accomplish each
dilution, and rank them in order of their most probable
uncertainties.

12. Explain why changing all values in a data set by a constant
amount will change

–
X but will have no effect on s.

13. Obtain a sample of a metal from your instructor, and
determine its density by one or both of the following
methods:

Method A: Obtain the sample’s mass with a balance.
Calculate the sample’s volume using appropriate linear
dimensions.

Method B: Obtain the sample’s mass with a balance.
Calculate the sample’s volume by measuring the amount of
water that it displaces. This can be done by adding water to a
graduated cylinder, reading the volume, adding the object,
and reading the new volume. The difference in volumes is
equal to the object’s volume.

Determine the density at least five times. (a) Report the mean,
the standard deviation, and the 95% confidence interval for
your results. (b) Find the accepted value for the density of
your metal, and determine the absolute and relative error for
your experimentally determined density. (c) Use the
propagation of uncertainty to determine the uncertainty for
your chosen method. Are the results of this calculation
consistent with your experimental results? If not, suggest
some possible reasons for this disagreement.

14. How many carbon atoms must a molecule have if the mean
number of 13C atoms per molecule is 1.00? What percent of
such molecules will have no atoms of 13C?

15. In Example 4.10 we determined the probability that a
molecule of cholesterol, C27H44O, had no atoms of 13C. 
(a) Calculate the probability that a molecule of cholesterol,
has one atom of 13C. (b) What is the probability that a
molecule of cholesterol will have two or more atoms of 13C?

16. Berglund and Wichart investigated the quantitative
determination of Cr in high-alloy steels by a potentiometric
titration of Cr6+.21 Before titrating the steel was dissolved in
acid and the chromium oxidized to Cr6+ by peroxydisulfate.
Following are their results (%w/w Cr) for the analysis of a
single reference steel.

16.968 16.922 16.840 16.883
16.887 16.977 16.857 16.728

Calculate the mean, the standard deviation, and the 95%
confidence interval about the mean. What does this
confidence interval mean?

17. Ketkar and co-workers developed a new analytical method 
for measuring trace levels of atmospheric gases.22 The 
analysis of a sample containing 40.0 parts per thousand (ppt)
2-chloroethylsulfide yielded the following results

43.3 34.8 31.9 37.8 34.4 31.9 42.1 33.6 35.3

(a)Determine whether there is a significant difference between
the experimental mean and the expected value at α = 0.05.
(b) As part of this study a reagent blank was analyzed 12
times, giving a mean of 0.16 ppt and a standard deviation of
1.20 ppt. What are the IUPAC detection limit, the limit of
identification, and limit of quantitation for this method
assuming α = 0.05?
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	 (а) да се најде формулската маса и да се пресмета 
несигурноста поврзана со неа. (б) Кон која од променливите 
треба да се насочи вниманието за да се подобри несигурноста 
поврзана со определувањето на молекулската маса?
Стандарден раствор од Mn6.	 2+ e приготвен со растворање 
на 0,250 g од Mn во 10 mL концентрирана HNO3 (мерена 
со мензура). Добиениот раствор квантитативно е пренесен 
во тиквичка од 100  mL и потоа тиквичката е дополнета 
до марката со дестилирана вода. 10  mL од овој раствор 
со пипета пренесени се во тиквичка од 500  mL и потоа 
тиквичката е дополнета со вода до марката. (а) да се 
пресмета концентрацијата на Mn во делови на милион 
и со пресметување да се процени несигурноста во 
определување на концентрацијата. (б) Дали несигурноста 
на концентрацијата на растворот би била подобрена доколку 
наместо мензура се користи пипета за мерење на HNO3?
Масата на хидроскопните материјали често пати се мери 7.	
од  разликата на масите. Со оваа техника, материјалот 
се поставува во затворен сад и се мери. Потоа дел од 
материјалот се отстранува и садот се мери уште еднаш. 
Разликата во масата ја дава масата на примерокот. Раствор 
од некој хидроскопен материјал со M = 121,34 (±0,01) g/mol 
бил приготвен на следниот начин. Примерок од супстанцата 
заедно со садот тежат 23,5811 g. Дел од супстанцата се 
префрла во одмерна колба од 100 mL и потоа колбата се 
дополнува до маркицата. Измерената маса на супстанцата 
и садот после ова изнесува 22,1559 g. Пресметајте ја 
концентрацијата на добиениот раствор и со пресметување 
проценете ја нејзината несигурност.
Покажете, врз основа на пресметки за пренесување на 8.	
несигурноста,  дека стандардната грешка на средната 
вредност за n мерења изнесува .
Колкава е најмалата маса [to може да се измери на аналитичка 9.	
вага со толеранција од ±0,1 mg, при што релативната грешка 
да изнесува 0,1 %?
Кој од следниве начини претставува најдобриот за 10.	
пренесување на раствор со волумен од 100,0  mL: (a) со 
употреба на пипета од 50 mL, двапати; (б) со употреба на 

пипета од 25 mL, четирипати; или (в) со употреба на пипета 
од 10 mL, десет пати?
Еден раствор може да биде разреден 200 пати со пипети (од 11.	
1 mL од 100 mL) и со одмерни колби (со волумен од 10 mL 
до 1000 mL) во еден, два или во три чекори. Имајќи го при 
себе само стаклениот инвентар, кој беше наведен во Табела 
4.2 определете ја соодветната комбинација од инвентарот 
за да го направите разредувањето и подредете ги според 
несигурноста, поврзана со направените мерења.
Објаснете зошто додавањето или одземањето на некоја 12.	
константна вредност од вредност во едно множество 
податоци влијае врз промената на средната вредност, но не 
влијае врз стандардната девијација.
Побарајте парче метал од вашиот асистент и определете 13.	
ја неговата густина со една или со двата подолу наведени 
методи:

	 Метода А:   Определете ја масата на вага и врз основа на 
димензиите преметајте го волуменот.

	 Метода Б:    Определете ја масата на вага. Пресметајте го 
волуменот на примерокот врз основа на волуменот на вода 
кој го истиснува. Ова може да биде изведено со додавање 
на вода мензура и со отчитување на волуменот пред и по 
додавање на објектот мензурата. Разликата во отчитаните 
волумени претставува волуменот на потопениот објект.

	 Определете ја густината пет пати. (а) Пресметајте ги 
средната вредност, стандардната девијација и интервалот 
на доверба од 95 %. (б) Пресметајте ја густината за парчеto 
метал и определете ги апсолутната и релативната за 
пресметаната густина. (в) Со користење на правилата за 
пренесување на несигурноста, пресметајте ја несигурноста 
во определување на густините добиени со обете методи. 
Дали направените пресметки се конзистентни со вашите 
експериментални резултати? Доколку не се, обидете се да 
ги најдете причините зошто е тоа така.
Колку атоми јаглерод треба да има една молекула ако 14.	
просечниот број на 13C атоми во една молекула изнесува 
1,00? Колкав ќе биде процентот на такви молекули кои нема 
да имаат ниту еден 13C атом?
Во Пример 4.10 беше определена веројатноста дека една 15.	
молекула холестерол (C27H44O) има еден 13C атом. (a) Да се 
пресмета веројатноста дека една молекула може да има еден 
13C атом. (б) Да се пресмета веројатноста една молекула да 
има два или повеќе 13C атоми.
Berglund and Wichart се обиделе квантитативно да определат 16.	
Cr во легирани челици со потенциометриска титрација 
на Cr6+.21 Пред да се започне со титрацијата, хромот бил 
оксидиран до Cr6+ со пероксодисулфат. Резултатите за 
масениот удел (изразен во проценти) на хромот, за паралелно 
направениte проби изнесува:

16,968    16,922    16,840    16,883
16,887    16,977    16,857    16,728

	 Пресметајте ја средната вредност, стандардната девијација 
и интервалот на доверба околу средната вредност, за ниво 
на доверба од 95  %. Какво е значењето на интервалот на 
доверба?
Ketkar и соработниците развиле нова аналитичка метода 17.	
за мерење на трагите на некои гасови кои претставуваат 
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полутанти.22 Од анализа на образец кој содржи 40  ‰ од 
2-хлороетилсулфид се добиваат следните резултати

43,3   34,8   31,9   37,8   34,4   31,9   42,1   33,6   35,3
	 (а) Определи дали постои значајна разлика помеѓу 

експериментално добиената, средна вредност и очекуваната 
вредност при α = 0,05.

	 (б) Како дел од студија, била анализирана слепа проба 
12 пати и при тоа е добиена средна вредност од 0,16 ‰ и 
стандардна девијација од 1,2 ‰. Да се пресметаат грницата 
на детекција , границата на идентификација и границата на 
квантификација за оваа метода при α = 0,05.
За да се тестира точноста на еден спектрофотометар, 18.	
приготвен е раствор од K2Cr2O7 со концентрација 60,06 ppm 
(во 5,0 mM H2SO4). Познато е дека овој раствор поседува 
апсорбанца од 0,640 на 350 nm, при работа со кивета од 1 cm 
и со користење на 5,0 М H2SO4 како слепа проба. Со анализа 
на неколку аликвоти, добиен се следните резултати

0,639   0,638   0,640   0,639   0,640   0,639   0,638
	 Определете дали постои значајна разлика помеѓу 

експериментално добиената средна вредност и очекуваната 
вредност за α = 0,01.
Monna и соработниците ја испитувале употребата на 19.	
радиоактивни изотопи за датирање на седименти собрани 
од дното на езера и на естуари.23 За да се провери оваа 
метода, тие користеле 208Po стандард за кој е познато дека 
има период на полутрансформација од 77,5 min-1.

77,09   75,37   72,42   76,84   77,84   76,69
78,03   74,96   77,54   76,09   81,12   75,75

	 Да се определи дали постои значајна разлика помеѓу 
пресметаната и очекуваната средна вредност при α = 0,05.
Примерок од железна руда со маса од 2,6540 g која содржи 20.	
53,51  % железо, растворена е со мало количество HCl 
и разреденa до волумен од 250  mL, во одмерна колба. 
Концентрацијата на Fe e определена спектрофотометриски 
и добиени се следните резултати: 5840, 5770, 5650, и 
5660  ppm. Да се определи дали постои значајна разлика 
помеѓу експерименталната и очекуваната вредност за 
концентрацијата на Fe при α = 0,05.
Horvat и соработниците работеле на примена на атомската 21.	
апсорпциона спектрофотометрија за анализа на Hg  во 
аеросоли од пепел, добиени со согорување на јаглен. Од 
посебен интерес бил развојот на постапка за ослободување 
на Hg, со што таа би можело да се анализира. Како дел 
од нивната студија, тие тестирале повеќе реагенси за таа 
намена. Резултатите кои биле добиени со HNO3 и со смеса 
од HNO3 и HCl (во однос 1 : 3) се прикажани подолу. Сите 
концентрации се дадени во нанограми од Hg на грам од 
примерок.

		    HNO3:      161      165      160      167      166
1 + 3 HNO3–HCl:      159      145      140      147      143     156
	 Да се определи дали постои значајна разлика помеѓу 

резултатите добиени со двете методи при α = 0,05.
Лордот Rayleigh, John William Strutt (1842–1919) е еден 22.	
од најпознатите научници од крајот на деветнаесеттиот 
и почетокот на дваесеттиот век. Објавил над 440 научни 
статии и ја добил Нобеловата награда за хемија во 1904 
година за откривањето на аргонот. Пресвртница во 

процесот на пронаоѓањето на Ar бил експериментот на 
мерење на густината на N2. Rayleigh на овој експеримент 
му пристапил на два начина: прво со отстранување на O2 
и на H2 од воздухот и второ, со хемиска синтеза на N2 со 
разложување на супстанци кои содржат азот (NO, N2O и 
NH4NO3) и повторно, на крај, со отстранување на O2 и на 
H2. Неговите резултати за густината на N2 биле публикувани 
во Proc. Roy. Soc. 1894, LV, 340 (публикација 210) се дадени 
во продолжение (сите вредности се во грами на гас за 
еквивалентен волумен, притисок и температура).

	 Aтмосферски     2,31017     2,30986     2,31010     2,31001
       		     2,31024     2,31010     2,31028 
	 Синтетички 	    2,30143     2,29890     2,29816     2,30182
	 добиен 	    2,29869     2,29940     2,29849     2,29889
	 Објаснете како овие податоци му помогнале на Rayleigh да 

го открие Ar.
Gács и Ferraroli развиле нова метода за следе ње на 23.	
концентрацијата на SO2 во воздухот.25 Тие, својата 
метода ја споредиле со стандардна метода со анализа на 
примероци од воздух, од една локација од урбана средина. 
Примероците биле собирани со внесување на воздухот низ 
системот, во времетрање од 6 минути. Подолу се дадени 
добиените резултати за концентрациите за SO2 (изразени 
во микролитри на кубен метар).

Стандардна
метода:   	      21,62   22,20   24,27   23,54   24,25   23,09   21,02
Нова
метода:         21,54   20,51    22,31   21,30   24,62   25,72   21,54
	 Со употреба на соодветен статистички тест, да се определи 

дали постои статистички значајна разлика помеѓу 
стандардната и новата метода за α = 0,05.
Точноста на еден спектрофотометар може да се провери со 24.	
мерење на апсорбанцата на серија од стандардни раствори 
од дихромат кои може да се набавет од Националниот 
институт за стандарди и технологија. Апсорбанцата 
се мери на 257 nm и се споредува со декларираните 
вредности. Резултатите, добиени со тестирање на еден нов 
спектрофотометар, се прикажани подолу. Да се определи 
дали мерењата со спектрофотометарот се точни, при ниво 
на значајност од α = 0,05.

Стандард:            1               2               3              4               5
Измерена
абсорбанца:   0,2872      0,5773      0,8674      1,1623      1,4559
Прифатена
абсорбанца:   0,2871      0,5760      0,8677      1,1608      1,4565

Maskarinec и соработниците ја испитувале стабилноста 25.	
на испарливи органски супстанци во отпадни води.26 Од 
посебен интерес претставува зачувувањето на составот на 
примероците во текот на земањето на примероците и во текот 
на изведувањето на анализата.  За оваа намена, испитувано е 
влијанието на две заштитни средства (аскорбинска киселина 
и натриум бисулфат). Биле определени максималните 
времиња на успешно зачувување на испарливите органски 
супстанци во примероците. Резултатите од анализата на 
површински води (во денови) се дадени во следната табела
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метилен хлорид 		  77		  62
јаглерод дисулфид 	 23 		  54
трихлороетан 		  52 		  51
бензен 			   62 		  42
1,1,2-трихлороетан 	 57 		  53
1,1,2,2- тетрахлороетан 	 33 		  85
тетрахлороетан 		  41 		  63
толуен 			   32 		  94
хлоробензен 		  36 		  86

Аскорбинска 
киселина

Натриум 
бисулфат

	 Проверете дали постои значајна разлика во ефикасноста 
на двете користени средства, при ниво на значајност од α = 
0,10.
Со употреба на рентгенска дифракција, Karstang и Kvalhein 26.	
развиле нова метода за определување на масениот удел на 
калонит во некој комплексен керамички материјал.27 За 
да се тестира методата, биле приготвени девет примероци 
во кои содржината на калонит била позната. Резултатите 
од анализата (претставени како масен удел изразен во 
проценти) се прокажани подолу.

Очекувано:   5,0   10,0   20,0   40,0   50,0   60,0   80,0   90,0   95,0
Најдено:        6,8   11,7   19,8   40,5   53,6   61,7   78,9   91,7   94,7
	 Да се провери точноста на методата при α = 0,05.

Mizutani и соработниците развиле нова метода за 27.	
определување на 1-малат.28 Како дел од нивната студија, 
анализирале неколку видови пијалаци со користење на 
нивната методи и со користење на стандардна метода која 
се темели на клинички тест развиен од фирмата Boerhinger 
Scientific. Резултатите од анализата (изразени во делови на 
милион) се дадени во долната табела.

	

сок од јаболка 1 	            34,0 	            33,4
сок од јаболка 2 	            22,6                         28,4
сок од јаболка 3 	            29,7 	            29,5
сок од јаболка 4 	            24,9 	            24,8
сок од грозје 1 	            17,8 	            18,3
сок од грозје 2 	            14,8 	            15,4
сок од мешано овошје1     8,6                           8,5
сок од мешано овошје 2  31,4                          31,9
бело вино 1 	            10,8                          11,5
бело вино 2 	            17,3 	             17,6
бело вино 3                       15,7                          15,4
бело вино 4                       18,4                          18,3

Примерок Електрода спектрофотометриски 

Определете дали постои значајна разлика помеѓу методите 
при α = 0,05.
Alexiev и соработниците ја подбриле методата за 28.	
фотометриско определување на Fe3+ која се темели на 
каталитички ефект на оксидација на сулфанилна киселина 
со KIO4.29 Како дел од студијата, концентрацијата на 
Fe3+ во примероците од крвен серум била определена 
со предложената метода, но и со стандардна метода. Во 
следната табела, дадени се концентрациите (изразени во 
микромоли на литар).

Примерок        Нова метода       Стандардна метода

        1 	                     8,25                         8,06
        2 	                     9,75                         8,84
        3 	                     9,75                         8,36
        4 	                     9,75                         8,73
        5 	                   10,75                       13,13
        6 	                   11,25                       13,65
        7 	                   13,88                       13,85
        8 	                   14,25                       13,43

	 Определете дали постои значајна разлика помеѓу методите 
при α = 0,05.
Следните податоци биле собрани во текот на студијата за 29.	
испитување на концентрацијата на цинк во примероци 
собрани од неколку локации од езерото Ири во САД 
(концентрациите се изразени во делови на милион).
Примерок        Нова метода       Стандардна метода

        1                      0,430                         0,415
        2                      0,266                         0,238
        3                      0,567                         0,390
        4                      0,531                         0,410
        5                      0,707                         0,605
        6                      0,716                         0,609

	 Определете дали постои значајна разлика помеѓу 
концентрациите на цинк на површината и во седиментите 
земени од езерото (за α = 0,05).
Неколку лаборатории биле задолжени да ја определат 30.	
концентрацијата на аналитот А во три различни стандардни 
примероци. Добиените резултати, изразени во делови на 
милион ,се прикажани во следната табела.30

		 лабораторија	 примерок 1 	 примерок 2 	 примерок 3
		 1 	 22.6 	 13.6 	 16.0
		 2 	 23.0 	 14.2 	 15.9
		 3 	 21.5 	 13.9 	 16.3
		 4 	 21.9 	 13.9 	 16.9
		 5 	 21.3 	 13.5 	 16.7
		 6 	 22.1 	 13.5 	 17.4
		 7 	 23.1 	 13.9 	 17.5
		 8 	 21.7 	 13.5 	 16.8
		 9 	 22.2 	 12.9 	 17.2
		 10 	 21.7 	 13.8 	 16.7
	 Определете дали во добиените резултати за Примерок 1, 

Примерок 2 и Примерок 3 постои некоја екстремна вредност 
при ниво на значајност од α = 0,05.
Кога метален бакар и сулфур ќе се помешаат и запалат, 31.	
добиениот производ претставува сулфид со емпириска 
формула CuxS. Вредноста на x може да се определи со 
мерење на масата на Cu и на S пред запалувањето на смесата 
и со мерењето на масата на добиениот продукт (CuxS) откако 
ќе заврши реакцијата. Подолу е даден односот на Cu/S за 62 
вакви експрерименти.

1,764 1,838 1,865 1,866 1,872 1,877 1,890 1,891 1,891
1,897 1,899 1,900 1,906 1,908 1,910 1,911 1,916 1,919
1,920 1,922 1,927 1,931 1,935 1,936 1,936 1,937 1,939
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1,939 1,940 1,941 1,941 1,942 1,943 1,948 1,953 1,955
1,957 1,957 1,957 1,959 1,962 1,963 1,963 1,963 1,966
1,968 1,969 1,973 1,975 1,976 1,977 1,981 1,981 1,988
1,993   1,993    1,995   1,995   1,995    2,017   2,029    2,042
(а) Да се пресмета средната вредност и стандардната девијација 

за овие податоци. 
(б) Конструирајте хистограм за ова множество од податоци. 

Според визуелниот преглед на хистограмот, дали може 
да се забележи дека множеството од податоци поседува 
нормална распределба? 

(в) Во популација со нормална распределба, 68,25  % од 
податоците лежат во интервалот μ  ±  1σ. Колкав дел од 

податоците лежи во интервалот од 

Determine whether there is a significant difference in the
effectiveness of the two preservatives at α = 0.10.

26. Using X-ray diffraction, Karstang and Kvalhein 
reported a new method for determining the weight 
percent of kalonite in complex clay minerals.27 To test the
method, nine samples containing known amounts of
kalonite were prepared and analyzed. The results (as 
%w/w kalonite) are shown.

Actual: 5.0 10.0 20.0 40.0 50.0 60.0 80.0 90.0 95.0

Found: 6.8 11.7 19.8 40.5 53.6 61.7 78.9 91.7 94.7

Evaluate the accuracy of the method at α = 0.05.

27. Mizutani and colleagues reported the development of a new
method for the analysis of l-malate.28 As part of their study
they analyzed a series of beverages using both their method
and a standard spectrophotometric procedure based on a
clinical kit purchased from Boerhinger Scientific. A summary
follows of their results (in parts per million).

Sample Electrode Spectrophotometric

Apple juice 1 34.0 33.4

Apple juice 2 22.6 28.4

Apple juice 3 29.7 29.5

Apple juice 4 24.9 24.8

Grape juice 1 17.8 18.3

Grape juice 2 14.8 15.4

Mixed fruit juice 1 8.6 8.5

Mixed fruit juice 2 31.4 31.9

White wine 1 10.8 11.5

White wine 2 17.3 17.6

White wine 3 15.7 15.4

White wine 4 18.4 18.3

Determine whether there is a significant difference between
the methods at α = 0.05.

28. Alexiev and associates describe an improved photometric
method for the determination of Fe3+ based on its 
catalytic effect on the oxidation of sulphanilic acid by
KIO4.29 As part of their study the concentration of 
Fe3+ in human serum samples was determined by the
proposed method and the standard method. 
Following are the results, with concentrations in
micromoles/L.

Sample Proposed Method Standard Method

1 8.25 8.06

2 9.75 8.84

3 9.75 8.36

4 9.75 8.73

5 10.75 13.13

6 11.25 13.65

7 13.88 13.85

8 14.25 13.43

Determine whether there is a significant difference between
the two methods at α = 0.05.

29. The following data were collected during a study of the
concentration of Zn in samples drawn from several locations
in Lake Erie (all concentrations in parts per million).

[Zn2+] at the [Zn2+] at the
air–water sediment–water

Location interface interface

1 0.430 0.415

2 0.266 0.238

3 0.567 0.390

4 0.531 0.410

5 0.707 0.605

6 0.716 0.609

Determine whether there is a significant difference between
the concentration of Zn2+ at the air–water interface and the
sediment–water interface at α = 0.05.

30. Ten laboratories were asked to determine the concentration
of an analyte A in three standard test samples. Following are
the results, in parts per million.30

Laboratory Sample 1 Sample 2 Sample 3

1 22.6 13.6 16.0

2 23.0 14.2 15.9

3 21.5 13.9 16.3

4 21.9 13.9 16.9

5 21.3 13.5 16.7

6 22.1 13.5 17.4

7 23.1 13.9 17.5

8 21.7 13.5 16.8

9 22.2 12.9 17.2

10 21.7 13.8 16.7

Determine if there are any potential outliers in Sample 1,
Sample 2, or Sample 3 at a significance level of α = 0.05.

31. When copper metal and powdered sulfur are placed in a
crucible and ignited, the product is a sulfide with an empirical
formula of CuxS. The value of x can be determined by
weighing the Cu and S before ignition, and finding the mass
of CuxS when the reaction is complete. Following are the Cu/S
ratios from 62 such experiments.

1.764 1.838 1.865 1.866 1.872 1.877 1.890 1.891 1.891

1.897 1.899 1.900 1.906 1.908 1.910 1.911 1.916 1.919

1.920 1.922 1.927 1.931 1.935 1.936 1.936 1.937 1.939

1.939 1.940 1.941 1.941 1.942 1.943 1.948 1.953 1.955

1.957 1.957 1.957 1.959 1.962 1.963 1.963 1.963 1.966

1.968 1.969 1.973 1.975 1.976 1.977 1.981 1.981 1.988

1.993 1.993 1.995 1.995 1.995 2.017 2.029 2.042

(a) Calculate the mean and standard deviation for these data.
(b) Construct a histogram for this data set. From a visual
inspection of your histogram, do the data appear to be
normally distributed? (c) In a normally distributed
population, 68.26% of all members lie within the range
µ ± 1σ. What percentage of the data lies within the range
–
X ± 1s? Does this support your answer to the previous
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 Дали ова оди во 
прилог на одговорот на претходното прашање?

(г) Под претпоставка дека 
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Fe3+ in human serum samples was determined by the
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8 14.25 13.43

Determine whether there is a significant difference between
the two methods at α = 0.05.

29. The following data were collected during a study of the
concentration of Zn in samples drawn from several locations
in Lake Erie (all concentrations in parts per million).

[Zn2+] at the [Zn2+] at the
air–water sediment–water

Location interface interface
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Determine whether there is a significant difference between
the concentration of Zn2+ at the air–water interface and the
sediment–water interface at α = 0.05.

30. Ten laboratories were asked to determine the concentration
of an analyte A in three standard test samples. Following are
the results, in parts per million.30

Laboratory Sample 1 Sample 2 Sample 3

1 22.6 13.6 16.0
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5 21.3 13.5 16.7

6 22.1 13.5 17.4

7 23.1 13.9 17.5

8 21.7 13.5 16.8

9 22.2 12.9 17.2

10 21.7 13.8 16.7

Determine if there are any potential outliers in Sample 1,
Sample 2, or Sample 3 at a significance level of α = 0.05.

31. When copper metal and powdered sulfur are placed in a
crucible and ignited, the product is a sulfide with an empirical
formula of CuxS. The value of x can be determined by
weighing the Cu and S before ignition, and finding the mass
of CuxS when the reaction is complete. Following are the Cu/S
ratios from 62 such experiments.

1.764 1.838 1.865 1.866 1.872 1.877 1.890 1.891 1.891

1.897 1.899 1.900 1.906 1.908 1.910 1.911 1.916 1.919
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(a) Calculate the mean and standard deviation for these data.
(b) Construct a histogram for this data set. From a visual
inspection of your histogram, do the data appear to be
normally distributed? (c) In a normally distributed
population, 68.26% of all members lie within the range
µ ± 1σ. What percentage of the data lies within the range
–
X ± 1s? Does this support your answer to the previous
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 и s2 се добра апроксимација на μ и 
за σ2, колкав процент од сите податоци ќе имаат Cu/S 
однос поголем од 2? Дали ова оди во прилог на тоа дека 
податоците поседуваат нормална распределба? (д) Покажано 
е дека со оваа метода за приготвување на бакар сулфид се 
добива нестехиометриско соединение во кое односот Cu/S е 
помал од 2. Определете дали средната вредност за ова 
множество од податоци значително се разликува од 2, при 
ниво на значајност од 0,01.

Подетална дискусија за статистичката анализа на податоци 
како и дополнителни материјали може да се најдат во книгите 
за статистика и за анализа на податоци. Некои од нив се дадени 
подолу.
Anderson, R. L. Practical Statistics for Analytical Chemists. Van
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EXAMPLE 8.8
A 200.0-mL sample of water was filtered through a preweighed glass fiber filter.
After drying to constant weight at 105 °C, the filter was found to have increased
in mass by 48.2 mg. Determine the total suspended solids for the sample in
parts per million.

SOLUTION

Parts per million is the same as milligrams of analyte per liter of solution; thus,
the total suspended solids for the sample is

8D.3 Evaluating Particulate Gravimetry
The scale of operation and detection limit for particulate gravimetry can be ex-
tended beyond that of other gravimetric methods by increasing the size of the
sample taken for analysis. This is usually impossible for other gravimetric meth-
ods because of the difficulty of manipulating a larger sample through the indi-
vidual steps of the analysis. With particulate gravimetry, however, the part of
the sample that is not analyte is removed when filtering or extracting. Conse-
quently, particulate gravimetry is easily extended to the analysis of trace-level
analytes.

Except for methods relying on a quartz crystal microbalance, particulate
gravimetry uses the same balances as other gravimetric methods and is capable
of achieving similar levels of accuracy and precision. Since particulate gravime-
try is defined in terms of the mass of the particle itself, the sensitivity of the
analysis is given by the balance’s sensitivity. Selectivity, on the other hand, is de-
termined by either the filter’s pore size or the properties of the extracting phase.
Particulate gravimetric methods based on filtration are generally less time-,
labor-, and capital-intensive than other gravimetric methods since they require
only a filtration step.

 

48 2
241

.  mg

0.2000 L
 ppm=

8E KEY TERMS

adsorbate (p. 239)

coagulation (p. 242)

digestion (p. 239)

electrogravimetry (p. 234)

gravimetry (p. 233)

homogeneous precipitation (p. 241)

inclusion (p. 238)

occlusion (p. 239)

particulate gravimetry (p. 234)

peptization (p. 245)

precipitant (p. 235)

precipitation gravimetry (p. 234)

relative supersaturation (p. 241)

supernatant (p. 244)

thermogram (p. 256)

thermogravimetry (p. 255)

volatilization gravimetry (p. 234)
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