
697

Materials 2: 
the solid state

First, we see how to describe the regular arrangement of atoms in crystals and the sym-
metry of their arrangement. Then we consider the basic principles of X-ray diffraction and
see how the diffraction pattern can be interpreted in terms of the distribution of electron
density in a unit cell. X-ray diffraction leads to information about the structures of metallic,
ionic, and molecular solids, and we review some typical results and their rationalization in
terms of atomic and ionic radii. With structures established, we move on to the properties
of solids, and see how their mechanical, electrical, optical, and magnetic properties stem
from the properties of their constituent atoms and molecules.

The solid state includes most of the materials that make modern technology possible.
It includes the wide varieties of steel that are used in architecture and engineering, the
semiconductors and metallic conductors that are used in information technology and
power distribution, the ceramics that increasingly are replacing metals, and the syn-
thetic and natural polymers that are used in the textile industry and in the fabrication
of many of the common objects of the modern world. The properties of solids stem,
of course, from the arrangement and properties of the constituent atoms, and one of
the challenges of this chapter is to see how a wide range of bulk properties, including
rigidity, electrical conductivity, and optical and magnetic properties stem from the
properties of atoms. One crucial aspect of this link is the pattern in which the atoms
(and molecules) are stacked together, and we start this chapter with an examination
of how the structures of solids are described and determined.

Crystal lattices

Early in the history of modern science it was suggested that the regular external form
of crystals implied an internal regularity of their constituents. In this section we see
how to describe the arrangement of atoms inside crystals.

20.1 Lattices and unit cells

A crystal is built up from regularly repeating ‘structural motifs’, which may be atoms,
molecules, or groups of atoms, molecules, or ions. A space lattice is the pattern
formed by points representing the locations of these motifs (Fig. 20.1). The space 
lattice is, in effect, an abstract scaffolding for the crystal structure. More formally, a
space lattice is a three-dimensional, infinite array of points, each of which is sur-
rounded in an identical way by its neighbours, and which defines the basic structure
of the crystal. In some cases there may be a structural motif centred on each lattice

20
Crystal lattices

20.1 Lattices and unit cells

20.2 The identification of lattice
planes

20.3 The investigation of structure

I20.1 Impact on biochemistry: 
X-ray crystallography of
biological macromolecules

20.4 Neutron and electron
diffraction

Crystal structure

20.5 Metallic solids

20.6 Ionic solids

20.7 Molecular solids and covalent
networks

The properties of solids

20.8 Mechanical properties

20.9 Electrical properties

I20.2 Impact on nanoscience:
Nanowires

20.10 Optical properties

20.11 Magnetic properties

20.12 Superconductors

Checklist of key ideas

Further reading

Discussion questions

Exercises

Problems

PC8eC20  1/27/06  20:32  Page 697

Кристални решетки

20.1	 	Решетки и елементарни ќелии

20.2	 	Определување на рамнините 
на решетката

20.3	 	Испитување на структурата

I20.1  	 Влијание врз биохемијата:	
	Рендгенска кристалографија 
	на биолошки макромолекули

20.4	 	Неутронска и електронска 
дифракција

Кристална структура

20.5	 Метални цврсти супстанци

20.6	 Јонски цврсти супстанци

20.7	 Молекулски цврсти 
супстанци и ковалентни 
мрежи

Својства на цврстите 
супстанци

20.8	 Механички својства

20.9	 Електрични својства

I20.2 	 Влијание врз нанонауката: 
Наножици

20.10	 Оптички својства

20.11	 Магнетни својства

20.12	 Суперспроводници

Листа на основните идеи

Прочитај дополнително

Прашања за дискусија

Задачи

Проблеми

Материјали  2:
Цврста состојба

Првин се опишува правилниот распоред на атомите во кристалите и симетријата 
на нивниот распоред. Потоа се разгледуваат основните принципи на рендгенската 
дифракција, за да се види како дифракционите својства може да се интерпретираат 
со помош на распределбата на електронската густина во елементарната ќелија. 
Рендгенската дифракција овозможува да се определат структурите на металните, 
јонските и молекулските цврсти супстанци, така што овде е даден приказ на некои 
типични резултати и нивното објаснување со помош на атомски и јонски радиуси. 
Откако структурите се утврдени, ќе се премине на својствата на цврстите супстанци 
за да се види како нивните механички, електрични, оптички и магнетни својства про­
излегуваат од својствата на нивните составни делови, атомите и молекулите.

Цврстата состојба вклучува најголем дел од материјалите што ја чинат основата на мо­
дерната технологија. Таа вклучува широк асортиман од челици кои се употребуваат во 
архитектурата и инженерството, полуспроводници и метални спроводници кои се корис­
тат во информационата технологија и во преносот на енергија, керамика која сè почесто 
ги заменува металите и синтетички и природни полимери кои се употребуваат во текс­
тилната индустрија и во производството на разни вообичаени објекти на модерниот 
свет. Својствата на цврстите супстанци, секако, произлегуваат од распоредот и свој­
ствата на нивните конституенти, атомите, така што една од целите на ова поглавје е да 
се види како широк опсег од својства, вклучувајќи ги тврдината, електричната спро­
водливост и оптичките и магнетните својства, произлегува од својствата на атомите. 
Еден од важните аспекти на овој дел е начинот на кој атомите (и молекулите) се држат 
заедно, поради што поглавјево започнува со преглед на начините како се опишува и се 
определува структурата на цврстите супстанци.

Кристални решетки

Уште во раната историја на модерната наука било навестено дека правилната надво­
решна форма на кристалите подразбира внатрешна правилност во распоредот на нив­
ните конституенти. Во овој оддел е посветено внимание на начинот на опишувањето на 
распоредот на атомите во кристалите.

20.1  Решетки и елементарни ќелии

Кристалите се изградени од „структурни мотиви“ што правилно се повторуваат, а тоа 
може да бидат атоми, молекули или групи од атоми, молекули или јони. Просторната 
решетка е распоред образуван од точки што ги покажуваат позициите на тие мотиви 
(Сл. 20.1). Просторната решетка е, всушност, некој вид апстрактно скеле за кристалната 
структура. Поформално, просторната решетка е бесконечен тридимензионален рас­
поред на точки („јазли“ на решетката) од кои секоја е идентично опкружена со сво­
ите соседи и кој ја дефинира основната структура на кристалот. Во некои случаи, 
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Fig. 20.1 Each lattice point specifies the
location of a structural motif (for example,
a molecule or a group of molecules). The
crystal lattice is the array of lattice points;
the crystal structure is the collection of
structural motifs arranged according to the
lattice.

Comment 20.1

A symmetry operation is an action (such
as a rotation, reflection, or inversion)
that leaves an object looking the same
after it has been carried out. There is a
corresponding symmetry element for
each symmetry operation, which is the
point, line, or plane with respect to
which the symmetry operation is
performed. For instance, an n-fold
rotation (the symmetry operation)
about an n-fold axis of symmetry (the
corresponding symmetry element) is a
rotation through 360°/n. See Chapter 12
for a more detailed discussion of
symmetry.

Fig. 20.2 A unit cell is a parallel-sided (but
not necessarily rectangular) figure from
which the entire crystal structure can be
constructed by using only translations (not
reflections, rotations, or inversions).

Fig. 20.3 A unit cell can be chosen in a
variety of ways, as shown here. It is
conventional to choose the cell that
represents the full symmetry of the lattice.
In this rectangular lattice, the rectangular
unit cell would normally be adopted.

C3

Fig. 20.4 The notation for the sides and angles
of a unit cell. Note that the angle α lies in the
plane (b,c) and perpendicular to the axis a.

Fig. 20.5 A unit cell belonging to the cubic
system has four threefold axes, denoted C3,
arranged tetrahedrally. The insert shows
the threefold symmetry.

point, but that is not necessary. The crystal structure itself is obtained by associating
with each lattice point an identical structural motif.

The unit cell is an imaginary parallelepiped (parallel-sided figure) that contains
one unit of the translationally repeating pattern (Fig. 20.2). A unit cell can be thought
of as the fundamental region from which the entire crystal may be constructed by
purely translational displacements (like bricks in a wall). A unit cell is commonly
formed by joining neighbouring lattice points by straight lines (Fig. 20.3). Such 
unit cells are called primitive. It is sometimes more convenient to draw larger non-
primitive unit cells that also have lattice points at their centres or on pairs of opposite
faces. An infinite number of different unit cells can describe the same lattice, but the
one with sides that have the shortest lengths and that are most nearly perpendicular to
one another is normally chosen. The lengths of the sides of a unit cell are denoted a, b,
and c, and the angles between them are denoted α, β, and γ (Fig. 20.4).

Unit cells are classified into seven crystal systems by noting the rotational sym-
metry elements they possess. A cubic unit cell, for example, has four threefold axes in
a tetrahedral array (Fig. 20.5). A monoclinic unit cell has one twofold axis; the unique
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Коментар 20.1
Операција на симетрија е операција (како 
ротација, рефлексија или инверзија) којашто, 
откако е изведена, го остава објектот да из­
гледа исто како и пред операцијата. За се- 
која операција на симетрија постои соод- 
ветен елемент на симетрија, којшто прет­
ставува точка, линија или рамнина во однос 
на кој е изведена операцијата на симетрија.  
На пример, ротација од n-ти ред (операција 
на симетрија) околу оска на симетрија од 
n-ти ред (соодветен елемент на симетрија) 
претставува ротација  за 360о/n. За попод­
робна дискусија на симетријата, види Пог­
лавје 12.

структурните мотиви може да бидат центрирани во секој јазол на решетката, но тоа не 
е неопходно. Самата кристална структура се добива со придружување на идентични 
структурни мотиви кон секој од јазлите на решетката. 

Елементарната ќелија претставува замислен паралелопипед (тело со паралелни 
страни) кој содржи една единка од транслационо повторлив мотив (Сл. 20.2). Елемен­
тарната ќелија може да се замисли како основното подрачје со чие транслатирање во 
просторот може да се конструира целиот кристал (како тулите во ѕид). Елементарната 
ќелија обично се образува со поврзување на соседните јазли од решетката со прави 
линии (Сл. 20.3). Таквите елементарни ќелии се нарекуваат примитивни. Понекогаш е 
попогодно да се прикажат поголеми непримитивни елементарни ќелии кои, исто така, 
имаат јазли на решетката во своите центри или на двојките од спротивни плоски. Една 
иста решетка може да биде опишана преку неограничен број на различни елементарни 
ќелии, меѓутоа по правило се избира онаа што има најкратки рабови, коишто се нај­
блиску до нормални еден на друг. Должините на рабовите на елементарната ќелија се 
означуваат со a, b и c, а аглите меѓу нив со a, b и g (Сл. 20.4).

Елементарните ќелии се класифицирани во седум кристални системи, врз основа 
на ротационите елементи на симетрија што ги поседуваат. Кубичната елементарна 
ќелија, на пример, има четири оски од трет ред кои се тетраедарски распоредени (Сл. 
20.5). Моноклиничната елементарна ќелија поседува една оска од втор ред; единстве­
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Јазол на решетката

Структурен мотив

Слика 20.1  Секој јазол на решетката ја 
специфицира позицијата на структурниот 
мотив (на пример, молекула или група на 
молекули). Кристалната решетка е низа од 
јазли на решетката; кристалната структура е 
збир на структурни мотиви распоредени во 
согласност со решетката.

Слика 20.3  Како што е прикажано овде,            
елементарната ќелија може да се избере  
на различни начини. Вообичаено е да се 
избере ќелија која ја презентира полната
симетрија на решетката. Во оваа право-
аголна решетка, секако, нормално е да се 
избере правоаголна елементарна ќелија.

Слика 20.2  Елементарна ќелија е најмалата                                                              
единка со паралелни страни (но не неопходно 
правоаголни) од која може да се конструира 
целата кристална структура употребувајќи само 
транслации (но не рефлексии, ротации или 
инверзии).

Слика 20.5  Елементарната ќелија што припаѓа
на кубичниот систем има четири оски од трет  
ред, означени со C3, а распоредени тетраедар­
ски. Извадокот покажува оска на симетрија од 
трет ред.                                                         

Слика 20.4  Означување на страните и аглите     
на елементарната ќелија. Води сметка дека     
аголот a лежи во рамнината (b,c) и нормално 
на оската a.                                                          
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C2

Fig. 20.6 A unit belonging to the monoclinic
system has a twofold axis (denoted C2 and
shown in more detail in the insert).

Fig. 20.7 A triclinic unit cell has no axes of
rotational symmetry.

Fig. 20.8 The fourteen Bravais lattices. The points are lattice points, and are not necessarily
occupied by atoms. P denotes a primitive unit cell (R is used for a trigonal lattice), I a body-
centred unit cell, F a face-centred unit cell, and C (or A or B) a cell with lattice points on two
opposite faces.

Table 20.1 The seven crystal systems

System Essential symmetries

Triclinic None

Monoclinic One C2 axis

Orthorhombic Three perpendicular C2
axes

Rhombohedral One C3 axis

Tetragonal One C4 axis

Hexagonal One C6 axis

Cubic Four C3 axes in a
tetrahedral arrangement

Cubic P Cubic I Cubic F

Tetragonal P Tetragonal I

Orthorhombic P Orthorhombic C Orthorhombic I Orthorhombic F

Monoclinic P Monoclinic C

Triclinic Hexagonal Trigonal R
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a a

a
a

c

a b

c

a

a
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b

b

c

c
�

�

�

a a a a

ac

120°

axis is by convention the b axis (Fig. 20.6). A triclinic unit cell has no rotational sym-
metry, and typically all three sides and angles are different (Fig. 20.7). Table 20.1 lists
the essential symmetries, the elements that must be present for the unit cell to belong
to a particular crystal system.

There are only 14 distinct space lattices in three dimensions. These Bravais lattices
are illustrated in Fig. 20.8. It is conventional to portray these lattices by primitive unit
cells in some cases and by non-primitive unit cells in others. A primitive unit cell
(with lattice points only at the corners) is denoted P. A body-centred unit cell (I) also
has a lattice point at its centre. A face-centred unit cell (F) has lattice points at its 
corners and also at the centres of its six faces. A side-centred unit cell (A, B, or C) has
lattice points at its corners and at the centres of two opposite faces. For simple struc-
tures, it is often convenient to choose an atom belonging to the structural motif, or the
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corners and also at the centres of its six faces. A side-centred unit cell (A, B, or C) has
lattice points at its corners and at the centres of two opposite faces. For simple struc-
tures, it is often convenient to choose an atom belonging to the structural motif, or the
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ната оска, по договор, е b оската (Сл. 20.6). Триклиничната елементарна ќелија нема 
ротациона симетрија и, поради тоа, сите три страни и агли се различни (Сл. 20.7). Во 
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во темињата) се означува со P. Внатрешно-центрираната елементарна ќелија (I) 
има јазол и во нејзиниот центар. Странично-центрираната елементарна ќелија (F) 
има јазли во темињата и во центрите од нејзините шест страни. Базно-центрираната 
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Слика 20.6  Елементарната ќелија што 
припаѓа на моноклиничниот систем има 
оска од втор ред (означена со C2 и покажана 
поподробно во извадокот).

Слика 20.7  Триклиничната елементарна 
ќелија нема оска на ротациона симетрија. 

Слика 20.8  Четиринаесетте Бравеови решетки. Точките претставуваат јазли на решетката, 
кои не е неопходно да бидат заземени со атоми. P означува примитивна елементарна ќелија 
(R се употребува за тригонална решетка), I е внатрешно-центрирана елементарна ќелија, F е 
странично-центрирана елементарна ќелија, а C (или A или B) елементарна ќелија со јазли на 
двете спротивни плоски.
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Fig. 20.6 A unit belonging to the monoclinic
system has a twofold axis (denoted C2 and
shown in more detail in the insert).

Fig. 20.7 A triclinic unit cell has no axes of
rotational symmetry.

Fig. 20.8 The fourteen Bravais lattices. The points are lattice points, and are not necessarily
occupied by atoms. P denotes a primitive unit cell (R is used for a trigonal lattice), I a body-
centred unit cell, F a face-centred unit cell, and C (or A or B) a cell with lattice points on two
opposite faces.

Table 20.1 The seven crystal systems

System Essential symmetries

Triclinic None

Monoclinic One C2 axis

Orthorhombic Three perpendicular C2
axes

Rhombohedral One C3 axis

Tetragonal One C4 axis

Hexagonal One C6 axis

Cubic Four C3 axes in a
tetrahedral arrangement

Cubic P Cubic I Cubic F

Tetragonal P Tetragonal I

Orthorhombic P Orthorhombic C Orthorhombic I Orthorhombic F

Monoclinic P Monoclinic C

Triclinic Hexagonal Trigonal R
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axis is by convention the b axis (Fig. 20.6). A triclinic unit cell has no rotational sym-
metry, and typically all three sides and angles are different (Fig. 20.7). Table 20.1 lists
the essential symmetries, the elements that must be present for the unit cell to belong
to a particular crystal system.

There are only 14 distinct space lattices in three dimensions. These Bravais lattices
are illustrated in Fig. 20.8. It is conventional to portray these lattices by primitive unit
cells in some cases and by non-primitive unit cells in others. A primitive unit cell
(with lattice points only at the corners) is denoted P. A body-centred unit cell (I) also
has a lattice point at its centre. A face-centred unit cell (F) has lattice points at its 
corners and also at the centres of its six faces. A side-centred unit cell (A, B, or C) has
lattice points at its corners and at the centres of two opposite faces. For simple struc-
tures, it is often convenient to choose an atom belonging to the structural motif, or the

PC8eC20  1/27/06  20:32  Page 699

                     Кубична P               Кубична I               Кубична F

                               Тетрагонална P         Тетрагонална I

     Орторомбична P   Орторомбична C       Орторомбична I     Орторомбична F

                                 Моноклинична P     Моноклинична C

                  Tриклинична                Хексагонална         Тригонална R
                                                                                       (Ромбоедарска)

Табела 20.1  Седумте кристални системи

Систем	 Битни симетрии

Триклиничен	 Нема

Моноклиничен	 Една C2 оска

Орторомбичен	 Три вертикални C2 оски

Ромбоедарски	 Една C3 оска
(Тригонален)

Тетрагонален	 Една C4 оска

Хексагонален	 Една C6 оска

Кубичен	 Четири C3 оски распоре-
	 дени тетраедарски
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20.9 Some of the planes that can be drawn
through the points of a rectangular space
lattice and their corresponding Miller
indices (hkl): (a) (110), (b) (230), (c) (⁄10),
and (d) (010).

centre of a molecule, as the location of a lattice point or the vertex of a unit cell, but
that is not a necessary requirement.

20.2 The identification of lattice planes

The spacing of the planes of lattice points in a crystal is an important quantitative 
aspect of its structure. However, there are many different sets of planes (Fig. 20.9), and
we need to be able to label them. Two-dimensional lattices are easier to visualize than
three-dimensional lattices, so we shall introduce the concepts involved by referring 
to two dimensions initially, and then extend the conclusions by analogy to three 
dimensions.

(a) The Miller indices

Consider a two-dimensional rectangular lattice formed from a unit cell of sides a, b
(as in Fig. 20.9). Each plane in the illustration (except the plane passing through the 
origin) can be distinguished by the distances at which it intersects the a and b axes.
One way to label each set of parallel planes would therefore be to quote the smallest
intersection distances. For example, we could denote the four sets in the illustration as
(1a,1b), ( 1–2 a, 1–3b), (−1a,1b), and (∞a,1b). However, if we agree to quote distances along
the axes as multiples of the lengths of the unit cell, then we can label the planes more
simply as (1,1), ( 1–2 , 1–3), (−1,1), and (∞,1). If the lattice in Fig. 20.9 is the top view of a
three-dimensional orthorhombic lattice in which the unit cell has a length c in the z-
direction, all four sets of planes intersect the z-axis at infinity. Therefore, the full labels
are (1,1,∞), ( 1–2 , 1–3,∞), (−1,1,∞), and (∞,1,∞).

The presence of fractions and infinity in the labels is inconvenient. They can be
eliminated by taking the reciprocals of the labels. As we shall see, taking reciprocals
turns out to have further advantages. The Miller indices, (hkl), are the reciprocals 
of intersection distances (with fractions cleared by multiplying through by an appro-
priate factor, if taking the reciprocal results in a fraction). For example, the (1,1,∞)
planes in Fig. 20.9a are the (110) planes in the Miller notation. Similarly, the ( 1–2 , 1–3,∞)
planes are denoted (230). Negative indices are written with a bar over the number,
and Fig. 20.9c shows the (⁄10) planes. The Miller indices for the four sets of planes 
in Fig. 20.9 are therefore (110), (230), (⁄10), and (010). Figure 20.10 shows a three-
dimensional representation of a selection of planes, including one in a lattice with
non-orthogonal axes.

The notation (hkl) denotes an individual plane. To specify a set of parallel planes we
use the notation {hkl}. Thus, we speak of the (110) plane in a lattice, and the set of all
{110} planes that lie parallel to the (110) plane. A helpful feature to remember is that,
the smaller the absolute value of h in {hkl}, the more nearly parallel the set of planes is
to the a axis (the {h00} planes are an exception). The same is true of k and the b axis
and l and the c axis. When h = 0, the planes intersect the a axis at infinity, so the {0kl}

a

b

c

(110)

(111)

(100)

(111)

b

c

a

Fig. 20.10 Some representative planes in
three dimensions and their Miller indices.
Note that a 0 indicates that a plane is
parallel to the corresponding axis, and that
the indexing may also be used for unit cells
with non-orthogonal axes.

Fig. 20.9 Some of the planes that can be drawn through the points of a rectangular space lattice
and their corresponding Miller indices (hkl): (a) (110), (b) (230), (c) (⁄10), and (d) (010).

(a) (b) (c) (d)
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Слика 20.9  Некои од рамнините што може да се прикажат низ јазлите од правоаголна просторна 
решетка и нивните соодветни Милерови (Miller) индекси (hkl): (a) (110), (b) (230), (c)110 и (d) (010).    
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припаѓа на структурниот мотив или центарот на некоја молекула како положба на јазол 
на решетката или на теме на елементарната ќелија, меѓутоа тоа не е неопходно. 

20.2  Определување на рамнините на решетката

Просторниот распоред на рамнините што ги чинат јазлите на решетката во кристалот е 
важен квантитативен аспект на неговата структура. Меѓутоа, постојат многу различни 
типови на рамнини (Сл. 20.9) поради што има потреба од нивно означување. Дводимен­
зионалните решетки се полесни за прикажување одошто тридимензионалните решетки, 
поради што, првин ќе биде разгледан концептот што е заснован на дводимензионални 
прикази, а потоа, по аналогија, проширен на тридимензионален простор. 

(a) Милерови (Miller) индекси

Да ја разгледаме дводимензионалната правоаголна решетка образувана од елементарна 
ќелија со страни a, b (како на Сл. 20.9). Секоја рамнина на приказот (со исклучок на 
рамнината што поминува низ координатниот почеток) може да се разликува според рас­
тојанијата на кои ги сече a и b оските. Еден од начините да се означи секое множество 
од паралелни рамнини, според тоа, би бил, да се наведат најмалите растојанија на пре­
секување. На пример, четирите множества од рамнини на илустрацијата би можело да 
се означат со (1a,1b), (12a,

1
3b), (1a,1b) и (∞a,1b). Меѓутоа, ако се определат растојанијата 

долж оските како кратност на должините на елементарната ќелија, тогаш ознаките за 
рамнините може да се поедностават во (1,1), (12,

1
3), (1,1) и (∞,1). Ако решетката на Сл. 

20.9 е приказ на тридимензионална орторомбична решетка гледана одозгора, во која 
елементарната ќелија има должина c во z насоката, сите четири множества на рамнини 
ја сечат оската z во бесконечност (не ја сечат). Затоа, полните ознаки се (1,1, ∞), (12,

1
3 , ∞), 

(1,1, ∞), (∞,1, ∞).
Присуството на дропки и бесконечност во ознаките е непогодно. Тие може да се ели­

минираат ако се претворат во реципрочни вредности. Како што ќе видиме, користењето 
реципрочни вредности има и натамошни предности. Милеровите индекси, (hkl), се 
реципрочни вредности на растојанијата на пресеците (со дропки кои се губат кога ќе 
се помножат со погоден фактор, ако се земат реципрочните вредности во дропката). 
На пример, (1,1, ∞) рамнините на Сл. 20.9a, според Милеровото означување, се (110)  
рамнини. Слично, (12,

1
3 ,∞) рамнините се означени (230). Негативните индекси се пишу­

ваат со црта над бројот, како што покажува Сл. 20.9c за (110) рамнините. Милерови­
те индекси за четирите множества рамнини на Сл. 20.9, според тоа, се (110), (230),  
(110) и (01). На слика 20.10 се дадени тридимензионални прикази на избрани рамнини, 
вклучувајќи и една решетка со неортогонални оски.

Ознаката (hkl) се однесува на индивидуална рамнина. За да се потенцира множество 
од паралелни рамнини, се употребува ознаката {hkl}. Така, (110) значи рамнина во 
решетката, а множеството од сите (110) рамнини што лежат паралелно на (110) рамнината 
се означува со {110}. Корисно е да се запамети дека, колку помала е апсолутната 
вредност на h во {hkl}, множеството од рамнини е поблиску до паралелност со a оската 
({h00} рамнините се исклучок). Истото се однесува и во случајот на k и b оската, 
односно l и c оската. Кога h = 0, рамнините ја сечат a оската во бесконечност, така што 

Слика 20.10  Некои репрезентативни 
рамнини во три димензии и нивните 
Милерови индекси. Треба да се води сметка 
дека 0 покажува дека рамнината е паралелна 
со соодветната оска и дека индексирањето 
може, исто така, да биде користено и за 
елементарни ќелии со неортогонални оски.
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Fig. 20.11 The dimensions of a unit cell and
their relation to the plane passing through
the lattice points.

{110} {220}

Fig. 20.12 The separation of the {220} planes 
is half that of the {110} planes. In general,
(the separation of the planes {nh,nk,nl} is 
n times smaller than the separation of the
{hkl} planes.

planes are parallel to the a axis. Similarly, the {h0l} planes are parallel to b and the
{hk0} planes are parallel to c.

(b) The separation of planes

The Miller indices are very useful for expressing the separation of planes. The separa-
tion of the {hk0} planes in the square lattice shown in Fig. 20.11 is given by

= or dhk0 = (20.1)

By extension to three dimensions, the separation of the {hkl} planes of a cubic lattice
is given by

= or dhkl = (20.2)

The corresponding expression for a general orthorhombic lattice is the generalization
of this expression:

= + + (20.3)

Example 20.1 Using the Miller indices

Calculate the separation of (a) the {123} planes and (b) the {246} planes of an 
orthorhombic unit cell with a = 0.82 nm, b = 0.94 nm, and c = 0.75 nm.

Method For the first part, simply substitute the information into eqn 20.3. For the
second part, instead of repeating the calculation, note that if all three Miller indices
are multiplied by n, then their separation is reduced by that factor (Fig. 20.12):

= + + = n2 + + =

which implies that

dnh,nk,nl =

Answer Substituting the indices into eqn 20.3 gives

= + + = 0.22 nm−2

Hence, d123 = 0.21 nm. It then follows immediately that d246 is one-half this value,
or 0.11 nm.

A note on good practice It is always sensible to look for analytical relations 
between quantities rather than to evaluate expressions numerically each time for
that emphasizes the relations between quantities (and avoids unnecessary work).

Self-test 20.1 Calculate the separation of (a) the {133} planes and (b) the {399}
planes in the same lattice. [0.19 nm, 0.063 nm]
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is half that of the {110} planes. In general,
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planes are parallel to the a axis. Similarly, the {h0l} planes are parallel to b and the
{hk0} planes are parallel to c.

(b) The separation of planes

The Miller indices are very useful for expressing the separation of planes. The separa-
tion of the {hk0} planes in the square lattice shown in Fig. 20.11 is given by

= or dhk0 = (20.1)

By extension to three dimensions, the separation of the {hkl} planes of a cubic lattice
is given by

= or dhkl = (20.2)

The corresponding expression for a general orthorhombic lattice is the generalization
of this expression:

= + + (20.3)

Example 20.1 Using the Miller indices

Calculate the separation of (a) the {123} planes and (b) the {246} planes of an 
orthorhombic unit cell with a = 0.82 nm, b = 0.94 nm, and c = 0.75 nm.

Method For the first part, simply substitute the information into eqn 20.3. For the
second part, instead of repeating the calculation, note that if all three Miller indices
are multiplied by n, then their separation is reduced by that factor (Fig. 20.12):

= + + = n2 + + =

which implies that

dnh,nk,nl =

Answer Substituting the indices into eqn 20.3 gives

= + + = 0.22 nm−2

Hence, d123 = 0.21 nm. It then follows immediately that d246 is one-half this value,
or 0.11 nm.

A note on good practice It is always sensible to look for analytical relations 
between quantities rather than to evaluate expressions numerically each time for
that emphasizes the relations between quantities (and avoids unnecessary work).

Self-test 20.1 Calculate the separation of (a) the {133} planes and (b) the {399}
planes in the same lattice. [0.19 nm, 0.063 nm]
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{0kl} рамнините се паралелни со a оската. Слично, {h0l} рамнините се паралелни со b, 
а {hk0} рамнините паралелни со c. 

(b) Раздалеченост на рамнините

Милеровите индекси се многу погодни за изразување на раздалеченоста меѓу рамни­
ните. Раздалеченоста на {hk0} рамнините во квадратната решетка покажана на Сл. 
20.11 е дадена со

 		                                                                                                      

Со проширување на три димензии, раздалеченоста на {hkl} рамнините во кубичната 
решетка е дадена со

		             

Соодветниот израз за орторомбична решетка се добива со воопштување на овој израз

Пример 20.1  Употреба на Милеровите индекси

Пресметај ја раздалеченоста на (a) {123} рамнините и (b) {246} рамнините на орто­
ромбичната елементарна ќелија со a = 0,82 nm, b = 0,94 nm и c = 0,75 nm.

Метод  За првиот дел, едноставно се заменуваат податоците во рав. 20.3. За вто­
риот дел, наместо пресметувањето да се повторува, треба да се има предвид дека 
сите три Милерови индекси се помножени со n, така што нивната раздалеченост се 
намалува за тој фактор (Сл. 2012):

што подразбира дека

Одговор  Со замена на индексите во рав. 20.3 се добива

Оттука, d123 = 0,21 nm. Веднаш следува дека d246 изнесува половина од оваа вредност, 
односно 0,11 nm.*

Пожелна практика  Секогаш е попрепорачливо да се изнаоѓаат аналитички соод­
носи меѓу величините, одошто да се дефинираат нумерички изрази затоа што тоа 
ја истакнува поврзаноста меѓу величините (а се избегнува и непотребна работа).

Тест за самопроверка 20.1  Пресметај ја раздалеченоста на (a) {123} рамнините 
и (b) {399} рамнините во истата решетка.	 [0,19 nm, 0,063 nm]

Слика 20.11  Димензии на елементарната ќе­
лија и нивна поврзаност со рамнината што 
поминува низ јазлите на решетката.

Слика 20.12  Раздалеченоста меѓу {220} рам­
нините е двапати помала од онаа меѓу {110} 
рамнините. Општо земено, раздалеченоста 
меѓу {nh,nk,nl} рамнините е n пати помала од 
раздалеченоста меѓу {hkl} рамнините.  

(20.1)

(20.2)

(20.3)

* 	Во првиот дел од пресметката се поткрала грешка. Со дадените параметри се добива (1/d123)2 = 22 nm–2, од каде 
навистина следува дека d123 = 0,21 nm (заб. прев.).
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planes are parallel to the a axis. Similarly, the {h0l} planes are parallel to b and the
{hk0} planes are parallel to c.

(b) The separation of planes

The Miller indices are very useful for expressing the separation of planes. The separa-
tion of the {hk0} planes in the square lattice shown in Fig. 20.11 is given by

= or dhk0 = (20.1)

By extension to three dimensions, the separation of the {hkl} planes of a cubic lattice
is given by

= or dhkl = (20.2)

The corresponding expression for a general orthorhombic lattice is the generalization
of this expression:

= + + (20.3)

Example 20.1 Using the Miller indices

Calculate the separation of (a) the {123} planes and (b) the {246} planes of an 
orthorhombic unit cell with a = 0.82 nm, b = 0.94 nm, and c = 0.75 nm.

Method For the first part, simply substitute the information into eqn 20.3. For the
second part, instead of repeating the calculation, note that if all three Miller indices
are multiplied by n, then their separation is reduced by that factor (Fig. 20.12):

= + + = n2 + + =

which implies that

dnh,nk,nl =

Answer Substituting the indices into eqn 20.3 gives

= + + = 0.22 nm−2

Hence, d123 = 0.21 nm. It then follows immediately that d246 is one-half this value,
or 0.11 nm.

A note on good practice It is always sensible to look for analytical relations 
between quantities rather than to evaluate expressions numerically each time for
that emphasizes the relations between quantities (and avoids unnecessary work).

Self-test 20.1 Calculate the separation of (a) the {133} planes and (b) the {399}
planes in the same lattice. [0.19 nm, 0.063 nm]
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20  МАТЕРИЈАЛИ 2: ЦВРСТА СОСТОЈБА702702 20 MATERIALS 2: THE SOLID STATE

20.3 The investigation of structure

A characteristic property of waves is that they interfere with one another, giving a greater
displacement where peaks or troughs coincide and a smaller displacement where peaks
coincide with troughs (Fig. 20.13). According to classical electromagnetic theory, the
intensity of electromagnetic radiation is proportional to the square of the amplitude
of the waves. Therefore, the regions of constructive or destructive interference show
up as regions of enhanced or diminished intensities. The phenomenon of diffraction
is the interference caused by an object in the path of waves, and the pattern of varying
intensity that results is called the diffraction pattern. Diffraction occurs when the 
dimensions of the diffracting object are comparable to the wavelength of the radiation.

(a) X-ray diffraction

Wilhelm Röntgen discovered X-rays in 1895. Seventeen years later, Max von Laue
suggested that they might be diffracted when passed through a crystal, for by then he
had realized that their wavelengths are comparable to the separation of lattice planes.
This suggestion was confirmed almost immediately by Walter Friedrich and Paul
Knipping and has grown since then into a technique of extraordinary power. The bulk
of this section will deal with the determination of structures using X-ray diffraction.
The mathematical procedures necessary for the determination of structure from X-
ray diffraction data are enormously complex, but such is the degree of integration of
computers into the experimental apparatus that the technique is almost fully auto-
mated, even for large molecules and complex solids. The analysis is aided by molecular
modelling techniques, which can guide the investigation towards a plausible structure.

X-rays are electromagnetic radiation with wavelengths of the order of 10−10 m. They
are typically generated by bombarding a metal with high-energy electrons (Fig. 20.14).
The electrons decelerate as they plunge into the metal and generate radiation with 
a continuous range of wavelengths called Bremsstrahlung.1 Superimposed on the

(a)

(b)

Fig. 20.13 When two waves are in the same
region of space they interfere. Depending
on their relative phase, they may interfere
(a) constructively, to give an enhanced
amplitude, or (b) destructively, to give a
smaller amplitude. The component waves
are shown in green and blue and the
resultant in purple.

Cooling
water

X-rays

Beryllium
window

El
ec

tr
on

 b
ea

m

Metal
target

Fig. 20.14 X-rays are generated by directing
an electron beam on to a cooled metal target.
Beryllium is transparent to X-rays (on
account of the small number of electrons in
each atom) and is used for the windows.

1 Bremse is German for deceleration, Strahlung for ray.
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Слика 20.14  Рендгенските зраци се добиваат со
упатување на електронски сноп на изладена 
метална цел. Берилиумот е пропустлив за 
рендгенските зраци (како резултат на малиот 
број на електрони во секој атом) и се користи за 
прозорци.

Слика 20.13  Кога два брана се во исто 
подрачје од просторот тие интерферираат. 
Зависно од нивната релативна фаза, тие 
може да интерферираат (a) конструктивно 
и да дадат зголемена амплитуда или 
(b) деструктивно и да дадат помала 
амплитуда. Компонентните бранови се 
прикажани со зелена и сина, а резул­
тирачкиот бран со виолетова боја.        
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20.3  Испитување на структурата

Карактеристично својство на брановите е тие да интерферираат еден со друг давајќи, при­
тоа, зголемена амплитуда кога максимумите или минимумите се совпаѓаат и намалена 
амплитуда кога максимумите се совпаѓаат со минимумите (Сл. 20.13). Според класич- 
ната електромагнетна теорија, интензитетот на електромагнетното зрачење е пропорцио­
нален со квадратот на амплитудата на брановите. Затоа, подрачјата на конструктивна или 
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определен објект на патот на зраците, а мотивот со променлив интензитет што притоа се 
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објектот што дифрактира се споредливи со брановата должина на зрачењето.

(a) Рендгенска дифракција 
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наесет години подоцна, Макс фон Лауе (Max von Laue) претпоставил дека тие може да 
се дифрактираат при минување низ кристал, при што уште тогаш сфатил дека нивните 
бранови должини се споредливи со растојанијата меѓу рамнините на решетката. Оваа 
претпоставка е потврдена речиси веднаш од страна на Вaлтер Фридрих (Walter Friedrich) 
и Паул Книпинг (Paul Knipping) и оттогаш рендгенската дифракција израснала во тех- 
ника со извонредно голема моќ. Во овој оддел ќе стане збор за определување на структу­
рата со помош на рендгенска дифракција. Математичката постапка неопходна за опре­
делување на структурата од рендгенски дифракциони податоци е енормно комплексна, 
меѓутоа таков е и степенот на интегрираност на компјутерите во експерименталните ин­
струменти, така што техниката е речиси потполно автоматизирана, дури и за големи мо­
лекули и комплексни цврсти супстанци. Анализата е потпомогната и од техниките на мо­
лекуларно моделирање кои може истражувањето да го водат кон веројатната структура. 

Рендгенските зраци се електромагнетно зрачење со бранова должина од ред на го­
лемина 10–10 m. Тие се добиваат со бомбардирање на метал со високоенергетски елек­
трони (Сл. 20.14). При навлегувањето во металот електроните се забавуваат и притоа  
генерираат зрачење со континуирана низа од бранови должини наречено закочно зра
чење (Bremsstrahlung).1 На овој континуум се појавуваат и неколку многу интензив­

1  Bremse на германски значи забавување, а Strahlung, зраци.
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ни и остри максимуми (Сл. 20.15). Овие максимуми произлегуваат од судирите на 
упадните електрони со електрони од внатрешните слоеви на атомите. Судирот исте­
рува електрон од внатрешниот слој, а електрон со повисока енергија паѓа во празни­
ната, емитирајќи го притоа вишокот на енергија како рендгенски фотон (Сл. 20.16).  
Ако електронот падне во K слојот (слојот со n = 1), рендгенските зраци се класифи­
цираат како K-зрачење, а слично е и за премините во L (n = 2) и M (n = 3) слоевите. 
Интензивните, добро раздвоени линии, се означуваат со Ka, Kb, итн. Во последно вре­
ме сè почесто, рендгенската дифракција користи зрачење од синхротронски извори 
(Дополнителна информација 13.1), чијшто силен интензитет значително ја зголемува 
чувствителноста на техниката.

Оригиналниот метод на фон Лауе се состоел во упатување на широкопојасни ренд­
генски зраци врз монокристал и фотографско снимање на дифракционата слика. Иде­
јата зад овој пристап се состоела во тоа што кристалот можеби нема да биде погодно 
ориентиран за да игра улога на објект што ќе дифрактира монохроматски зраци, ме­
ѓутоа, која и да е неговата ориентација, ако се употреби широк опсег на бранови дол­
жини, дифракционен ефект ќе се добие за барем една од нив. Со оглед на тоа што 
синхротронското зрачење има широк опсег на бранови должини за рендгенските зраци, 
во последно време има голем интерес за повторно оживување на овој метод.

Алтернативен метод бил развиен од Петер Дебај (Peter Debye) и Пaул Шерер (Paul 
Scherrer) и, независно, од Алберт Хал (Albert Hull). Тие користеле монохроматско зра­
чење и спрашен образец. Кога пробата е спрашена, барем некои од ситните кристали ќе 
бидат погодно ориентирани за да доведат до дифракција. Во модерните дифрактометри 
за спрашени обрасци, интензитетите на рефлексите се регистрираат електронски, на 
тој начин што детекторот ротира околу пробата и тоа во рамнина што го содржи упад­
ниот сноп (Сл. 20.17). Техниките на дифракција на спрашени обрасци се користат за 
идентификација на проби од цврсти супстанци со споредување на положбите на диф­
ракционите линии и нивните интензитети со дифракционите слики складирани во го­
лема база на податоци. Прашкастите дифракциони податоци, исто така, се користат 
за определување на фазни дијаграми, затоа што за различни цврсти фази се добиваат 
различни дифракциони слики, како и за определување на релативните количества на 
секоја присутна фаза во смесата. Техниката се користи и за првично определување на 
димензиите и симетриите на елементарните ќелии. 

Слика 20.17  Рендгенограми на спра­
шени обрасци од (a) NaCl и (b) KCl и ин­
дексираните рефлекси. Помалиот број на 
линии во (b) е последица на сличноста на 
K+ и Cl– факторите на расејување, како што 
е дискутирано подоцна во поглавјето.

Слика 20.16  Процеси што придонесуваат 
да се добијат рендгенски зраци. Упадниот 
електрон се судира со електрон (од K слојот) 
и го истерува. Друг електрон (од L слојот 
на оваа илустрација) паѓа во празнината и 
го емитира вишокот од енергија како ренд­
генски фотон.
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Fig. 20.15 The X-ray emission from a 
metal consists of a broad, featureless
Bremsstrahlung background, with sharp
transitions superimposed on it. The label K
indicates that the radiation comes from a
transition in which an electron falls into a
vacancy in the K shell of the atom.

Fig. 20.16 The processes that contribute to
the generation of X-rays. An incoming
electron collides with an electron (in the K
shell), and ejects it. Another electron (from
the L shell in this illustration) falls into the
vacancy and emits its excess energy as an 
X-ray photon.
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Fig. 20.17 X-ray powder photographs of (a)
NaCl, (b) KCl and the indexed reflections.
The smaller number of lines in (b) is a
consequence of the similarity of the K+ and
Cl− scattering factors, as discussed later in
the chapter.

continuum are a few high-intensity, sharp peaks (Fig. 20.15). These peaks arise from
collisions of the incoming electrons with the electrons in the inner shells of the atoms.
A collision expels an electron from an inner shell, and an electron of higher energy
drops into the vacancy, emitting the excess energy as an X-ray photon (Fig. 20.16). 
If the electron falls into a K shell (a shell with n = 1), the X-rays are classified as K-
radiation, and similarly for transitions into the L (n = 2) and M (n = 3) shells. Strong,
distinct lines are labelled Kα, Kβ, and so on. Increasingly, X-ray diffraction makes use
of the radiation available from synchrotron sources (Further information 13.1), for its
high intensity greatly enhances the sensitivity of the technique.

von Laue’s original method consisted of passing a broad-band beam of X-rays 
into a single crystal, and recording the diffraction pattern photographically. The idea 
behind the approach was that a crystal might not be suitably orientated to act as a
diffraction grating for a single wavelength but, whatever its orientation, diffraction
would be achieved for at least one of the wavelengths if a range of wavelengths was
used. There is currently a resurgence of interest in this approach because synchrotron
radiation spans a range of X-ray wavelengths.

An alternative technique was developed by Peter Debye and Paul Scherrer and 
independently by Albert Hull. They used monochromatic radiation and a powdered
sample. When the sample is a powder, at least some of the crystallites will be orien-
tated so as to give rise to diffraction. In modern powder diffractometers the intensities
of the reflections are monitored electronically as the detector is rotated around the
sample in a plane containing the incident ray (Fig. 20.17). Powder diffraction tech-
niques are used to identify a sample of a solid substance by comparison of the posi-
tions of the diffraction lines and their intensities with diffraction patterns stored in a
large data bank. Powder diffraction data are also used to determine phase diagrams,
for different solid phases result in different diffraction patterns, and to determine the
relative amounts of each phase present in a mixture. The technique is also used for the
initial determination of the dimensions and symmetries of unit cells.

Comment 20.2

The web site contains links to databases
of X-ray diffraction patterns.
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Слика 20.15  Емисијата на рендгенски зра­
ци од метал се состои од широк, некарак­
теристичен фон од закочното зрачење, со 
остри премини насадени на него. Ознаката K 
покажува дека зрачењето доаѓа од преминот 
при кој електронот паѓа во празнината од K  
слојот на атомот.

Коментар 20.2

Веб-сајтот содржи „линкови“ (врски) до бази 
на податоци за рендгенска дифракција.
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Fig. 20.17 X-ray powder photographs of (a)
NaCl, (b) KCl and the indexed reflections.
The smaller number of lines in (b) is a
consequence of the similarity of the K+ and
Cl− scattering factors, as discussed later in
the chapter.

continuum are a few high-intensity, sharp peaks (Fig. 20.15). These peaks arise from
collisions of the incoming electrons with the electrons in the inner shells of the atoms.
A collision expels an electron from an inner shell, and an electron of higher energy
drops into the vacancy, emitting the excess energy as an X-ray photon (Fig. 20.16). 
If the electron falls into a K shell (a shell with n = 1), the X-rays are classified as K-
radiation, and similarly for transitions into the L (n = 2) and M (n = 3) shells. Strong,
distinct lines are labelled Kα, Kβ, and so on. Increasingly, X-ray diffraction makes use
of the radiation available from synchrotron sources (Further information 13.1), for its
high intensity greatly enhances the sensitivity of the technique.

von Laue’s original method consisted of passing a broad-band beam of X-rays 
into a single crystal, and recording the diffraction pattern photographically. The idea 
behind the approach was that a crystal might not be suitably orientated to act as a
diffraction grating for a single wavelength but, whatever its orientation, diffraction
would be achieved for at least one of the wavelengths if a range of wavelengths was
used. There is currently a resurgence of interest in this approach because synchrotron
radiation spans a range of X-ray wavelengths.

An alternative technique was developed by Peter Debye and Paul Scherrer and 
independently by Albert Hull. They used monochromatic radiation and a powdered
sample. When the sample is a powder, at least some of the crystallites will be orien-
tated so as to give rise to diffraction. In modern powder diffractometers the intensities
of the reflections are monitored electronically as the detector is rotated around the
sample in a plane containing the incident ray (Fig. 20.17). Powder diffraction tech-
niques are used to identify a sample of a solid substance by comparison of the posi-
tions of the diffraction lines and their intensities with diffraction patterns stored in a
large data bank. Powder diffraction data are also used to determine phase diagrams,
for different solid phases result in different diffraction patterns, and to determine the
relative amounts of each phase present in a mixture. The technique is also used for the
initial determination of the dimensions and symmetries of unit cells.

Comment 20.2

The web site contains links to databases
of X-ray diffraction patterns.
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704 20 MATERIALS 2: THE SOLID STATE

The method developed by the Braggs (William and his son Lawrence, who later
jointly won the Nobel Prize) is the foundation of almost all modern work in X-ray
crystallography. They used a single crystal and a monochromatic beam of X-rays, and
rotated the crystal until a reflection was detected. There are many different sets of
planes in a crystal, so there are many angles at which a reflection occurs. The complete
set of data consists of the list of angles at which reflections are observed and their 
intensities.

Single-crystal diffraction patterns are measured by using a four-circle diffracto-
meter (Fig. 20.18). The computer linked to the diffractometer determines the unit cell 
dimensions and the angular settings of the diffractometer’s four circles that are
needed to observe any particular intensity peak in the diffraction pattern. The com-
puter controls the settings, and moves the crystal and the detector for each one in
turn. At each setting, the diffraction intensity is measured, and background intensities
are assessed by making measurements at slightly different settings. Computing tech-
niques are now available that lead not only to automatic indexing but also to the 
automated determination of the shape, symmetry, and size of the unit cell. Moreover,
several techniques are now available for sampling large amounts of data, including
area detectors and image plates, which sample whole regions of diffraction patterns
simultaneously.

(b) Bragg’s law

An early approach to the analysis of diffraction patterns produced by crystals was to
regard a lattice plane as a semi-transparent mirror, and to model a crystal as stacks of
reflecting lattice planes of separation d (Fig. 20.19). The model makes it easy to calcu-
late the angle the crystal must make to the incoming beam of X-rays for constructive
interference to occur. It has also given rise to the name reflection to denote an intense
beam arising from constructive interference.

Consider the reflection of two parallel rays of the same wavelength by two adjacent
planes of a lattice, as shown in Fig. 20.19. One ray strikes point D on the upper plane
but the other ray must travel an additional distance AB before striking the plane 
immediately below. Similarly, the reflected rays will differ in path length by a distance
BC. The net path length difference of the two rays is then

AB + BC = 2d sin θ

where θ is the glancing angle. For many glancing angles the path-length difference 
is not an integer number of wavelengths, and the waves interfere largely destruct-
ively. However, when the path-length difference is an integer number of wavelengths 
(AB + BC = nλ), the reflected waves are in phase and interfere constructively. It follows
that a reflection should be observed when the glancing angle satisfies Bragg’s law:

nλ = 2d sin θ (20.4)

Reflections with n = 2, 3, . . . are called second-order, third-order, and so on; they 
correspond to path-length differences of 2, 3, . . . wavelengths. In modern work it is
normal to absorb the n into d, to write the Bragg law as

λ = 2d sin θ (20.5)

and to regard the nth-order reflection as arising from the {nh,nk,nl} planes (see
Example 20.1).

The primary use of Bragg’s law is in the determination of the spacing between the
layers in the lattice for, once the angle θ corresponding to a reflection has been deter-
mined, d may readily be calculated.
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Fig. 20.18 A four-circle diffractometer. The
settings of the orientations (φ, χ, θ, and Ω)
of the components is controlled by
computer; each (hkl) reflection is
monitored in turn, and their intensities are
recorded.
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Fig. 20.19 The conventional derivation of
Bragg’s law treats each lattice plane as a
reflecting the incident radiation. The path
lengths differ by AB + BC, which depends
on the glancing angle, θ. Constructive
interference (a ‘reflection’) occurs when 
AB + BC is equal to an integer number of
wavelengths.
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layers in the lattice for, once the angle θ corresponding to a reflection has been deter-
mined, d may readily be calculated.
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Методот развиен од Брегови (William Bragg и неговиот син Lawrence Bragg, кои по­
доцна заедно добиле Нобелова награда) е основа на безмалку целокупните модерни 
истражувања од областа на рендгенската кристалографија. Тие користеле монокристал 
и монохроматски сноп од рендгенски зраци и го ротирале кристалот додека да се де­
тектира рефлексија. Постојат многу различни множества од рамнини во кристалот и, 
според тоа, и многу агли за кои се појавува рефлексија. Комплетното множество на 
податоци се состои од листа на агли за кои се регистрирани рефлекси и нивните интен­
зитети.

Дифракционите слики од монокристал се мерат со употреба на четирикружен ди
фрактометар (20.18). Компјутерот поврзан со дифрактометарот ги определува пара­
метрите на елементарната ќелија и аголните вредности на дифрактометарските четири 
круга кои се потребни за да се регистрира секој максимум од дифракционите слики. 
Компјутерот ги контролира вредностите на множеството од агли и ги движи крис­
талот и детекторот за секој од нив. Се мерат дифракционите интензитети за секое од 
овие множества, а интензитетот на фонот се определува со мерења за незначително 
различни множества на аглите. Во денешно време се достапни компјутерски техники 
коишто, покрај автоматското индексирање, овозможуваат и автоматско определување 
на обликот, симетријата и големината на елементарната ќелија. Освен тоа, на распола­
гање се и разни техники за собирање на голем број на податоци, вклучувајќи дводимен­
зионални детектори (area detectors) и сликовливи плочи (image plates), кои овозможу­
ваат симултано собирање на дифракционите слики. 

(b) Брегов закон

Првичниот пристап кон анализата на дифракционите податоци добиени од кристали 
бил  рамнината на решетката да се третира како семитранспарентно огледало и крис­
талот да се претстави како да се состои од пластови од рефлектирачки рамнини на ре­
шетката оддалечени на растојание d (Сл. 20.19). Моделот овозможува да се пресмета 
аголот којшто кристалот го образува со упадниот сноп од рендгенски зраци за да настане 
конструктивна интерференција. Покрај тоа, моделот придонел терминот рефлекс да оз­
начува интензивен сноп од зраци којшто се појавува како резултат на конструктивна 
интерференција.

На Сл. 20.19 е прикажана рефлексија на два паралелни зрака со иста бранова дол­
жина од две соседни рамнини на решетката. Едниот зрак ја допира точката D на горната 
рамнина, додека другиот зрак мора да помине дополнително растојание AB пред да 
ја допре соседната долна рамнина. Слично, рефлектираните зраци ќе се разликуваат 
според патната должина за растојание BC. Нето патната разлика на двата зрака, според 
тоа, е

каде q е аголот на дифракција. За многу агли на дифракција патната разлика не е 
цел број пати поголема од брановата должина, поради што брановите во голема мерка 
интерферираат деструктивно. Меѓутоа, кога патната разлика изнесува целоброен про­
извод од бранови должини, (AB + BC = nl), рефлектираните бранови се во фаза и ин­
терферираат конструктивно. Следува дека рефлекс треба да се добие кога аголот на 
дифракција го исполнува Бреговиот закон:

Рефлексите со n = 2, 3, ... се наречени рефлекси од втор ред, од трет ред итн; тие 
соодветствуваат со патната разлика 2, 3, ...бранови должини. Во последно време вооби­
чаено е n да се содржи во d и Бреговиот закон да се пишува во форма

и да се смета дека рефлекс од n-ти ред настанува од {nh,nk,nl} рамнините (види Пример 
20.1).

Примарната употреба на Бреговиот закон е во определувањето на оддалеченоста 
меѓу слоевите на решетката, така што кога веќе е определен аголот q кој соодветствува 
на даден рефлекс, лесно може да се пресмета d.

Слика 20.18  Четирикружен дифрактометар. 
Можните ориентации на компонентите (f, c, 
q и Ω) се контролирани компјутерски;  секој 
(hkl) рефлекс се следи континуирано и се 
регистрира неговиот интензитет.  

Слика 20.19  Конвенционалното изве­
дување на Бреговиот закон ја третира се­
која рамнина на решетката како таа да го 
рефлектира упадниот зрак. Патните дол­
жини се разликуваат за AB + BC, а тоа за­
виси од упадниот агол, q. Конструктивна 
интерференција („рефлекс“) се појавува кога 
AB + BC е еднакво на цел број од бранови 
должини. 
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Example 20.2 Using Bragg’s law

A first-order reflection from the {111} planes of a cubic crystal was observed at a
glancing angle of 11.2° when Cu(Kα) X-rays of wavelength 154 pm were used.
What is the length of the side of the unit cell?

Method The separation of the planes can be determined from Bragg’s law. Because
the crystal is cubic, the separation is related to the length of the side of the unit cell,
a, by eqn 20.2, which may therefore be solved for a.

Answer According to eqn 20.5, the {111} planes responsible for the diffraction
have separation

d111 =

The separation of the {111} planes of a cubic lattice of side a is given by eqn 20.2 as

d111 =

Therefore,

a = = = 687 pm

Self-test 20.2 Calculate the angle at which the same crystal will give a reflection
from the {123} planes. [24.8°]

Some types of unit cell give characteristic and easily recognizable patterns of lines.
For example, in a cubic lattice of unit cell dimension a the spacing is given by eqn 20.2,
so the angles at which the {hkl} planes give first-order reflections are given by

sin θ = (h2 + k2 + l 2)1/2

The reflections are then predicted by substituting the values of h, k, and l:

{hkl} {100} {110} {111} {200} {210} {211} {220} {300} {221} {310} . . .

h 2+k 2+l 2 1 2 3 4 5 6 8 9 9 10 . . .

Notice that 7 (and 15, . . .) is missing because the sum of the squares of three integers
cannot equal 7 (or 15, . . .). Therefore the pattern has absences that are characteristic
of the cubic P lattice.

Self-test 20.3 Normally, experimental procedures measure 2θ rather than θ itself.
A diffraction examination of the element polonium gave lines at the following 
values of 2θ (in degrees) when 71.0 pm Mo X-rays were used: 12.1, 17.1, 21.0, 24.3,
27.2, 29.9, 34.7, 36.9, 38.9, 40.9, 42.8. Identify the unit cell and determine its 
dimensions. [cubic P; a = 337 pm]

(c) Scattering factors

To prepare the way to discussing modern methods of structural analysis we need to note
that the scattering of X-rays is caused by the oscillations an incoming electromagnetic

λ
2a

31/2 × (154 pm)

2 sin 11.2°

31/2λ
2 sin θ

a

31/2

λ
2 sin θ
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Пример 20.2  Употреба на Бреговиот закон

Рефлексот од прв ред од {111} рамнините на кубичен кристал е измерен за агол на 
дифракција од 11,2 °, при употреба на Cu(Ka) рендгенски зраци со бранова должина 
154 pm. Која е должината на страната на елементарната ќелија?

Метод  Раздалеченоста на рамнините може да се определи од Браговиот закон. Би­
дејќи кристалот е кубичен, раздалеченоста е поврзана со должината на страната на 
елементарната ќелија, a, преку рав. 20.2 и, според тоа, таа може да се реши по a.
Одговор  Според рав. 20.5, {111} рамнините одговорни за дифракцијата се разда­
лечени

Раздалеченоста на {111} рамнините во кубична решетка со страна a е дадена со 
рав. 20.2 како

Затоа, 

Тест за самопроверка 20.2  Пресметај го аголот при кој истиот кристал ќе даде 
рефлекс од {123} рамнините. 	    [24,8 °]

   
Некои типови на елементарни ќелии даваат карактеристични и лесно препознатливи 

дифракциони линии. На пример, во кубичната решетка со параметар на елементарната 
ќелија a, растојанието е дадено со рав. 20.2, така што аглите при кои {hkl} рамнините 
даваат рефлекси од прв ред се дадени со

Рефлексите притоа се предвидуваат со замена на вредностите h, k и l:

Треба да се води сметка дека 7 (и 15,...) се изоставени затоа што сумата на квадратите 
од три цели броја не може да изнесува 7 (или 15,...). Затоа, отсуството на рефлекси во 
податоците е карактеристично за кубична P решетка.

Тест за самопроверка 20.3  Обично, при изведување на експериментите се мерат 
2q вредностите, а не самата q вредност. Дифракционото изучување на елементот 
полониум дава линии на следните вредности за 2q (во степени) при употреба на 
71,0 pm молибденови рендгенски зраци: 12,1; 17,1; 21,0; 24,3; 27,2; 29,9; 34,7; 36,9; 
38,9; 40,9; 42,8. Идентифицирај ја елементарната ќелија и определи ги димензиите. 

   [кубична P; a = 337 pm]

(c) Фактори на расејување

За да се подготви погоден начин за објаснување на модерните методи на структурната 
анализа треба да се нагласи дека расејувањето на рендгенските зраци е предизвикано од 
осцилациите што упадните електромагнетни бранови ги генерираат кај електроните од 
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IMPACT ON BIOCHEMISTRY

I20.1 X-ray crystallography of biological macromolecules

X-ray crystallography is the deployment of X-ray diffraction techniques for the 
determination of the location of all the atoms in molecules as complicated as biopoly-
mers. Bragg’s law helps us understand the features of one of the most seminal X-ray
images of all time, the characteristic X-shaped pattern obtained by Rosalind Franklin
and Maurice Wilkins from strands of DNA and used by James Watson and Francis
Crick in their construction of the double-helix model of DNA (Fig. 20.26). To inter-
pret this image by using the Bragg law we have to be aware that it was obtained by
using a fibre consisting of many DNA molecules oriented with their axes parallel to
the axis of the fibre, with X-rays incident from a perpendicular direction. All the
molecules in the fibre are parallel (or nearly so), but are randomly distributed in the
perpendicular directions; as a result, the diffraction pattern exhibits the periodic
structure parallel to the fibre axis superimposed on a general background of scatter-
ing from the distribution of molecules in the perpendicular directions.

There are two principal features in Fig. 20.26: the strong ‘meridional’ scattering 
upward and downward by the fibre and the X-shaped distribution at smaller scatter-
ing angles. Because scattering through large angles occurs for closely spaced features
(from λ = 2d sin θ, if d is small, then θ must be large to preserve the equality), we can
infer that the meridional scattering arises from closely spaced components and that
the inner X-shaped pattern arises from features with a longer periodicity. Because the
meridional pattern occurs at a distance of about 10 times that of the innermost spots
of the X-pattern, the large-scale structure is about 10 times bigger than the small-scale
structure. From the geometry of the instrument, the wavelength of the radiation, and
Bragg’s law, we can infer that the periodicity of the small-scale feature is 340 pm
whereas that of the large-scale feature is 3400 pm (that is, 3.4 nm).

To see that the cross is characteristic of a helix, look at Fig. 20.27. Each turn of the
helix defines two planes, one orientated at an angle α to the horizontal and the other
at −α . As a result, to a first approximation, a helix can be thought of as consisting of
an array of planes at an angle α together with an array of planes at an angle −α with a
separation within each set determined by the pitch of the helix. Thus, a DNA molecule
is like two arrays of planes, each set corresponding to those treated in the derivation of
Bragg’s law, with a perpendicular separation d = p cos α, where p is the pitch of the
helix, each canted at the angles ±α to the horizontal. The diffraction spots from one
set of planes therefore occur at an angle α to the vertical, giving one leg of the X, and
those of the other set occur at an angle −α, giving rise to the other leg of the X. The 

Fig. 20.26 The X-ray diffraction pattern
obtained from a fibre of B-DNA. The black
dots are the reflections, the points of
maximum constructive interference, that
are used to determine the structure of the
molecule. (Adapted from an illustration
that appears in J.P. Glusker and K.N.
Trueblood, Crystal structure analysis: 
A primer. Oxford University Press (1972).)

(a)

(b)

(c)

�

�
Fig. 20.27 The origin of the X pattern
characteristic of diffraction by a helix. (a) A
helix can be thought of as consisting of an
array of planes at an angle α together with
an array of planes at an angle −α. (b) The
diffraction spots from one set of planes
appear at an angle α to the vertical, giving
one leg of the X, and those of the other set
appear at an angle −α, giving rise to the
other leg of the X. The lower half of the X
appears because the helix has up–down
symmetry in this arrangement. (c) The
sequence of spots outward along a leg of
the X corresponds to first-, second-, . . .
order diffraction (n = 1, 2, . . . ).
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ВЛИЈАНИЕ ВРЗ БИОХЕМИЈАТА
I20.1  Рендгенска кристалографија на биолошки макромолекули

Рендгенската кристалографија претставува примена на рендгенската дифракциона 
техника за определување на положбата на сите атоми и во така сложените молекули 
какви што се оние на биополимерите. Бреговиот закон помага да се разберат каракте­
ристиките на еден од најплодоносните рендгенски прикази на сите времиња, каракте­
ристичните податоци во облик на X добиени од Розалинд Френклин (Rozalind Frank­
lin) и Морис Вилкинс (Maurice Wilkins) од влакна од DNA, кои биле употребени од 
Џејмс Вотсон (James Watson) и Френсис Крик (Francis Crick) при конструирањето 
на моделот на двоен хеликс на DNA (Сл. 20.26). За да се интерпретира оваа слика со 
помош на Бреговиот закон треба да се има предвид фактот дека таа е добиена со упо­
треба на влакно кое се состои од многу DNA молекули ориентирани со нивната оска 
паралелно со оската на влакното, со упаден рендгенски сноп во вертикална насока. 
Сите молекули во влакното се паралелни (или блиску до тоа), меѓутоа во вертикални 
насоки се случајно распределени; како резултат на тоа, дифракциониот мотив покажува 
периодична структура паралелна со оската на влакното суперпонирана врз општиот 
фон од расејувањето од молекулите распоредени во вертикалните насоки.

Постојат две главни карактеристики на Сл. 20.26: силно „меридионално“ расејување 
нагоре и надолу долж влакното и распределба во облик на X при помалите агли на 
расејување. Бидејќи расејување при големи агли настанува од густо распоредени карак­
теристични мотиви (од l = 2d sin q, ако d е мало, тогаш q мора да е големо за да се 
запази равенството), може да се заклучи дека меридионалното расејување се појавува 
од рамнините на блиски растојанија и дека внатрешните дифракциони мотиви со X 
облик се појавуваат од структурен распоред со подолга периодичност. Бидејќи мери­
дионалните ефекти се појавуваат на растојание околу 10 пати поголемо од она на внат­
решните дифракциони петна, т.н. структура со голем размер (large-scale structure) е околу 
10 пати поголема од структурата со мал размер (small-scale structure). Од геометријата 
на инструментот, брановата должина на зрачењето и од Бреговиот закон може да се 
заклучи дека периодичноста на структурата со мал размер е 340 pm, додека онаа на 
структурата со голем размер изнесува 3400 pm (т.е. 3,4 nm).

За да се види дека крстот е карактеристика на хеликсот (спиралата), треба да се 
погледне Сл. 20.27. Секое вртење на хеликсот дефинира две рамнини, едната ориенти­
рана за агол a во однос на хоризонталата и другата за –a. Како резултат на тоа, во прва 
апроксимација, може се смета дека хеликсот како да се состои од низи на рамнини под 
агол a, заедно со низи од рамнини под агол –a, со раздвојување во рамките на секое 
множество определено со оддалеченоста помеѓу навоите на хеликсот. Според тоа, DNA 
молекулата се состои од две низи на рамнини, при што секое множество соодветствува 
со оние разгледани при изведувањето на Бреговиот закон со вертикално раздвојување 
d = p cos a, каде p е оддалеченоста помеѓу навоите на хеликсот, а секоја рамнина е 
искосена за агол ±a во однос на хоризонталата. Затоа, дифракционите петна од едното 
множество на рамнини се појавуваат при агол a во однос на вертикалата, давајќи ја 
едната нога од X, а оние од другото се појавуваат при агол –a , давајќи ја другата нога од 

Слика 20.26  Податоци од рендгенската 
дифракција добиени од влакно од B-DNA. 
Црните петна се рефлексите, точките на 
максимална конструктивна интерференција, 
кои се употребени да се определи структурата 
на молекулата. (Прилагодено од илустрацијата 
што е дадена во J.P. Glusker и K.N. Trueblood, 
Crystal structure analysis: A primer, Oxford 
University Press (1072).)

Слика 20.27  Потекло на рендгенска дифрак­
циона слика во облик на X добиена од хеликс. 
(a) Хеликсот (спиралата) може да се смета како 
да е составен од низа од рамнини под агол a, 
заедно со низа од рамнини под агол –a. 
(b) Дифракционите петна од едно множество 
на рамнини се појавуваат при агол a  во однос 
на вертикалата, давајќи ја едната нога од X, 
а оние од другото множество се појавуваат 
при агол –a, создавајќи ја другата нога од X. 
Долната половина од X  се појавува бидејќи 
хеликсот има т.н. горе–долу симетрија во 
неговиот распоред. (c) Секвенцата од петна 
што не се протегаат долж нозете на X соод­
ветствува со рефлекси од прв, втор, ... ред на 
дифракција (n = 1, 2, ...).



20  МАТЕРИЈАЛИ 2: ЦВРСТА СОСТОЈБА712712 20 MATERIALS 2: THE SOLID STATE

experimental arrangement has up–down symmetry, so the diffraction pattern repeats 
to produce the lower half of the X. The sequence of spots outward along a leg cor-
responds to first-, second-, . . . order diffraction (n = 1, 2, . . . in eqn 20.4). Therefore
from the X-ray pattern, we see at once that the molecule is helical and we can measure
the angle α directly, and find α = 40°. Finally, with the angle α and the pitch p deter-
mined, we can determine the radius r of the helix from tan α = p/4r, from which it
follows that r = (3.4 nm)/(4 tan 40°) = 1.0 nm.

To derive the relation between the helix and the cross-like pattern we have ignored
the detailed structure of the helix, the fact that it is a periodic array of nucleotide bases,
not a smooth wire. In Fig. 20.28 we represent the bases by points, and see that there is
an additional periodicity of separation h, forming planes that are perpendicular to the
axis to the molecule (and the fibre). These planes give rise to the strong meridional
diffraction with an angle that allows us to determine the layer spacing from Bragg’s
law in the form λ = 2h sin θ as h = 340 pm.

The success of modern biochemistry in explaining such processes as DNA replica-
tion, protein biosynthesis, and enzyme catalysis is a direct result of developments in
preparatory, instrumental, and computational procedures that have led to the deter-
mination of large numbers of structures of biological macromolecules by techniques
based on X-ray diffraction. Most work is now done not on fibres but on crystals, in
which the large molecules lie in orderly ranks. A technique that works well for charged
proteins consists of adding large amounts of a salt, such as (NH4)2SO4, to a buffer 
solution containing the biopolymer. The increase in the ionic strength of the solution
decreases the solubility of the protein to such an extent that the protein precipitates,
sometimes as crystals that are amenable to analysis by X-ray diffraction. Other com-
mon strategies for inducing crystallization involve the gradual removal of solvent
from a biopolymer solution, either by dialysis (Impact I5.2) or vapour diffusion. In one
implementation of the vapour diffusion method, a single drop of biopolymer solution
hangs above an aqueous solution (the reservoir), as shown in Fig. 20.29. If the reser-
voir solution is more concentrated in a non-volatile solute (for example, a salt) than
is the biopolymer solution, then solvent will evaporate slowly from the drop until the
vapour pressure of water in the closed container reaches a constant, equilibrium value.
At the same time, the concentration of biopolymer in the drop increases gradually
until crystals begin to form.

Special techniques are used to crystallize hydrophobic proteins, such as those span-
ning the bilayer of a cell membrane. In such cases, surfactant molecules, which like
phospholipids contain polar head groups and hydrophobic tails, are used to encase
the protein molecules and make them soluble in aqueous buffer solutions. Dialysis or
vapour diffusion may then be used to induce crystallization.

After suitable crystals are obtained, X-ray diffraction data are collected and ana-
lysed as described in the previous sections. The three-dimensional structures of a very

h

(a) (b) (c)

Fig. 20.28 The effect of the internal structure
of the helix on the X-ray diffraction
pattern. (a) The residues of the
macromolecule are represented by points.
(b) Parallel planes passing through the
residues are perpendicular to the axis of the
molecule. (c) The planes give rise to strong
diffraction with an angle that allows us to
determine the layer spacing h from λ = 2h
sin θ.

Drop of
biopolymer
solution

Reservoir
solution

Fig. 20.29 In a common implementation of
the vapour diffusion method of biopolymer
crystallization, a single drop of biopolymer
solution hangs above a reservoir solution
that is very concentrated in a non-volatile
solute. Solvent evaporates from the more
dilute drop until the vapour pressure of
water in the closed container reaches a
constant equilibrium value. In the course
of evaporation (denoted by the downward
arrows), the biopolymer solution becomes
more concentrated and, at some point,
crystals may form.
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Слика 20.28  Влијание на внатрешната 
структура на хеликсот врз рендгенската 
дифракцона слика. (a) Нуклеотидните бази на 
макромолекулата се прикажани со точки.  
(b) Паралелните рамнини што поминуваат низ 
нуклеотидните бази се нормални на оската 
на молекулата. (c) Рамнините даваат силна 
дифракција под агол којшто овозможува да 
се определи растојанието меѓу слоевите h 
користејќи ја рав. l = 2h sinq.

Слика 20.29  При вообичаената примена 
на методот на дифузија на пари за криста­
лизација на биополимери, една капка 
од растворот на биополимерот виси над 
растворот во резервоарот кој е многу 
концентриран во однос на неиспарливиот 
раствореник. Растворувачот испарува од 
поразредената капка сè додека парниот 
притисок на водата во затворениот контејнер 
не ја достигне вредноста на константата 
на рамнотежата. Во текот на испарувањето 
(означено со стрелки надолу), растворот на 
биополимерот станува поконцентриран, така 
што на некои места може да се образуваат 
кристали.

X. Експериментално определениот распоред има т.н. горе–долу (up–down) симетрија, 
така што  дифракционите мотиви ја даваат долната половина од X. Секвенцата од петна 
што не се протегаат долж нозете на X соодветствува на рефлекси од прв, втор, ... ред 
на дифракција (n = 1, 2, ... во рав. 20.4). Така, од рендгенските податоци може веднаш 
да се види дека молекулата е хеликоидна (спирална) и дека аголот a може директно 
да се измери и изнесува a = 40 о. На крајот, со аголот a и со определената вредност 
на оддалеченоста помеѓу навоите p, може да се определи радиусот r на хеликсот од 
tan a = p/4r, од каде следува дека r = (3,4 nm)/(4 tan 40 о) = 1,0 nm.

При определувањето на врската меѓу хеликсот и мотивот во облик на X, беше игно­
рирана подробната структура на хеликсот, односно фактот дека тоа е периодична низа 
од нуклеотидни бази, а не мазна жица. На Сл. 20.28 нуклеотидните бази се означени со 
точки така што се гледа дека постои дополнителна периодичност на растојание h, при 
што се образуваат рамнини нормални на оската на молекулата (и на влакното). Овие 
рамнини даваат силна меридионална дифракција при агол кој, користејќи го Бреговиот 
закон во форма l = 2h sin q, овозможува да се определи растојанието меѓу рамнините 
како h = 340 pm.

Успехот на модерната биохемија при објаснувањето на процесите, какви што се DNA 
репликацијата (копирањето), протеинската биосинтеза и ензимската катализа е директен 
резултат на развојот на синтетичките, инструменталните и компјутерските процедури 
кои довеле до определување на структурата на голем број биолошки макромолекули со 
помош на техники засновани на рендгенската дифракција. Најголемиот дел од истра­
жувањата сега, наместо на влакна, се вршат на кристали кај кои големите молекули се 
правилно распоредени. Техниката која добро функционира за протеини со полнеж се 
состои во додавање на големо количество сол, на пример (NH4)2SO4, кон пуферски раст­
вор што содржи биополимер. Зголемувањето на јонската сила на растворот до тој степен 
ја намалува растворливоста на протеинот, што протеинот понекогаш се исталожува во 
форма на кристали кои се употребливи за анализа со рендгенска дифракција. Други 
вообичаени начини за предизвикување на кристализација се, на пример, постапното от­
странување на растворувачот од растворот на биополимерот, или преку дијализа (Вли­
јание I5.2), или со дифузија на пари. При примена на методот на дифузија на пари, една 
капка од растворот на биополимерот виси над растворот (резервоарот), како што е по­
кажано на Сл. 20.29. Ако растворот во резервоарот е поконцентриран со неиспарливата 
растворена супстанца (на пример, солта) одошто е биополимерниот раствор, тогаш 
растворувачот полека ќе испарува од капката сè додека парниот притисок на водата во 
затворениот сад да ја достигне вредноста на константата на рамнотежата. Во исто вре­
ме, концентрацијата на биополимерот во капката постапно се зголемува сè додека да 
почнат да се појавуваат кристали. 

За кристализација на хидрофобни протеини користени се специјални техники, како 
онаа што го опфаќа двослојот на клеточната мембрана. Во такви случаи, површински 
активните молекули кои, како фосфолипидите, содржат поларни челни групи и хидро­
фобни „опашки“, се употребуваат за да ги опколат протеинските молекули и да ги 
направат растворливи во водни пуферски раствори. Дијализата или дифузијата на пари 
може тогаш да се употребат за да се предизвика кристализација. 

Откако се добиени употребливи кристали, се собираат и анализираат рендгенските 
дифракциони податоци како што беше објаснето во претходните оддели. На овој начин се 
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experimental arrangement has up–down symmetry, so the diffraction pattern repeats 
to produce the lower half of the X. The sequence of spots outward along a leg cor-
responds to first-, second-, . . . order diffraction (n = 1, 2, . . . in eqn 20.4). Therefore
from the X-ray pattern, we see at once that the molecule is helical and we can measure
the angle α directly, and find α = 40°. Finally, with the angle α and the pitch p deter-
mined, we can determine the radius r of the helix from tan α = p/4r, from which it
follows that r = (3.4 nm)/(4 tan 40°) = 1.0 nm.

To derive the relation between the helix and the cross-like pattern we have ignored
the detailed structure of the helix, the fact that it is a periodic array of nucleotide bases,
not a smooth wire. In Fig. 20.28 we represent the bases by points, and see that there is
an additional periodicity of separation h, forming planes that are perpendicular to the
axis to the molecule (and the fibre). These planes give rise to the strong meridional
diffraction with an angle that allows us to determine the layer spacing from Bragg’s
law in the form λ = 2h sin θ as h = 340 pm.

The success of modern biochemistry in explaining such processes as DNA replica-
tion, protein biosynthesis, and enzyme catalysis is a direct result of developments in
preparatory, instrumental, and computational procedures that have led to the deter-
mination of large numbers of structures of biological macromolecules by techniques
based on X-ray diffraction. Most work is now done not on fibres but on crystals, in
which the large molecules lie in orderly ranks. A technique that works well for charged
proteins consists of adding large amounts of a salt, such as (NH4)2SO4, to a buffer 
solution containing the biopolymer. The increase in the ionic strength of the solution
decreases the solubility of the protein to such an extent that the protein precipitates,
sometimes as crystals that are amenable to analysis by X-ray diffraction. Other com-
mon strategies for inducing crystallization involve the gradual removal of solvent
from a biopolymer solution, either by dialysis (Impact I5.2) or vapour diffusion. In one
implementation of the vapour diffusion method, a single drop of biopolymer solution
hangs above an aqueous solution (the reservoir), as shown in Fig. 20.29. If the reser-
voir solution is more concentrated in a non-volatile solute (for example, a salt) than
is the biopolymer solution, then solvent will evaporate slowly from the drop until the
vapour pressure of water in the closed container reaches a constant, equilibrium value.
At the same time, the concentration of biopolymer in the drop increases gradually
until crystals begin to form.

Special techniques are used to crystallize hydrophobic proteins, such as those span-
ning the bilayer of a cell membrane. In such cases, surfactant molecules, which like
phospholipids contain polar head groups and hydrophobic tails, are used to encase
the protein molecules and make them soluble in aqueous buffer solutions. Dialysis or
vapour diffusion may then be used to induce crystallization.

After suitable crystals are obtained, X-ray diffraction data are collected and ana-
lysed as described in the previous sections. The three-dimensional structures of a very

h

(a) (b) (c)

Fig. 20.28 The effect of the internal structure
of the helix on the X-ray diffraction
pattern. (a) The residues of the
macromolecule are represented by points.
(b) Parallel planes passing through the
residues are perpendicular to the axis of the
molecule. (c) The planes give rise to strong
diffraction with an angle that allows us to
determine the layer spacing h from λ = 2h
sin θ.

Drop of
biopolymer
solution

Reservoir
solution

Fig. 20.29 In a common implementation of
the vapour diffusion method of biopolymer
crystallization, a single drop of biopolymer
solution hangs above a reservoir solution
that is very concentrated in a non-volatile
solute. Solvent evaporates from the more
dilute drop until the vapour pressure of
water in the closed container reaches a
constant equilibrium value. In the course
of evaporation (denoted by the downward
arrows), the biopolymer solution becomes
more concentrated and, at some point,
crystals may form.

PC8eC20  1/27/06  20:33  Page 712

Раствор во 
резервоарот

Капка од растворот на 
биополимерот
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определени тридимензионалните структури на мошне голем број биолошки полимери. 
Меѓутоа, претходно дискутираните техники даваат само статична слика и не се корисни 
за испитување на динамиката и реактивноста. Ова ограничение произлегува од фактот 
што методот на ротација на Брег бара стабилни кристали коишто не ја менуваат струк­
турата во текот на долгото време потребно за собирање на податоците. Меѓутоа, во 
последните години е воведена т.н. техника на временски-разделена (time-resolved) ренд­
генска дифракција, така што сега е можно да се извршат извонредно подробни мерења 
на атомските движења во текот на хемиските и биохемиските реакции. 

Кај временски-разделените дифракциони методи се користат синхротронски извори 
коишто емитираат интензивни полихроматски пулсови од рендгенски зраци со време­
траење од 100 ps до 200 ps (1 ps = 10–12 s). Притоа, наместо Бреговиот метод, се користи 
методот на Лауе, којшто овозможува да се соберат голем број рефлекси истовремено, а 
покрај тоа примерокот не мора да ротира и времето на изложување на примерокот на 
зрачењето е кратко. Меѓутоа, поради тоа што не е можно да се соберат добри податоци 
со само еден пулс од рендгенско зрачење, обично се прави усреднување на рефлексите 
собрани со изложување на примерокот на повеќе пулсови. На практика, ова усреднување 
ја определува временската резолуција на експериментот, којашто вообичаено изнесува 
најмногу неколку десетици микросекунди.

Како пример за моќта на временски-разделената рендгенска дифракција е разјасну­
вањето на структурните промени коишто следат при активирањето, со помош на зра­
чење, на фотоактивниот жолт протеин на бактеријата Ectothiorhodospira halophila. Во 
рок од 1 ns по апсорбирањето на фотон на зрачење од 446 nm, фенолатен јон сврзан за 
протеинот претрпува trans–cis изомеризација и го образува интермедијарот покажан на 
Сл. 20.30. Потоа следува серија на прераспределби кои вклучуваат исфрлање на јонот 
од неговото место на сврзување длабоко во протеинот, негово враќање на претходното 
место и повторно образување на cis конформација. Физиолошката последица на овој 
циклус е т.н, негативен фототактичен одговор, или оддалечување на организмот од 
зрачењето. Изучувањата со помош на временски-разделена рендгенска дифракција 
во подрачја од наносекунди до милисекунди овозможиле идентификација на бројни 
структурни промени што гo следaт електронското ексцитирање на фенолатниот јон 
со ласерски пулс: изомеризација, исфрлање, протонирање на изложениот јон и бројни 
движења на аминокиселините.

20.4  Неутронска и електронска дифракција

Според де Бројовата (de Broglie) равенка (рав. 8.12, l = h/p), честичките поседуваат 
бранова должина и, според тоа, може да се дифрактираат. Неутроните добиени во 
нуклеарен реактор и потоа забавени до термички брзини имаат бранови должини 
слични со оние на рендгенските зраци и може, исто така, да се користат за дифракциони 
изучувања. На пример, неутрон добиен во реактор и забавен до термички брзини со 
помош на многукратни судири со модератор (на пример, графит) сè додека се движи со 
брзина од 4 km s–1, има бранова должина околу 100 pm. На практика, во неутронскиот 
сноп се добива серија од бранови должини, меѓутоа монохроматски сноп може да се 
селектира со помош на дифракција од кристал, на пример, монокристал од германиум. 
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large number of biological polymers have been determined in this way. However, the
techniques discussed so far give only static pictures and are not useful in studies of 
dynamics and reactivity. This limitation stems from the fact that the Bragg rotation
method requires stable crystals that do not change structure during the lengthy data
acquisition times required. However, special time-resolved X-ray diffraction tech-
niques have become available in recent years and it is now possible to make exquisitely
detailed measurements of atomic motions during chemical and biochemical reactions.

Time-resolved X-ray diffraction techniques make use of synchrotron sources,
which can emit intense polychromatic pulses of X-ray radiation with pulse widths
varying from 100 ps to 200 ps (1 ps = 10−12 s). Instead of the Bragg method, the Laue
method is used because many reflections can be collected simultaneously, rotation of
the sample is not required, and data acquisition times are short. However, good
diffraction data cannot be obtained from a single X-ray pulse and reflections from
several pulses must be averaged together. In practice, this averaging dictates the time
resolution of the experiment, which is commonly tens of microseconds or less.

An example of the power of time-resolved X-ray crystallography is the elucidation
of structural changes that accompany the activation by light of the photoactive yellow
protein of the bacterium Ectothiorhodospira halophila. Within 1 ns after absorption 
of a photon of 446 nm light, a protein-bound phenolate ion undergoes trans–cis iso-
merization to form the intermediate shown in Fig. 20.30. A series of rearrangements
then follows, which includes the ejection of the ion from its binding site deep in the
protein, its return to the site, and re-formation of the cis conformation. The physio-
logical outcome of this cycle is a negative phototactic response, or movement of the 
organism away from light. Time-resolved X-ray diffraction studies in the nanosecond
to millisecond ranges identified a number of structural changes that follow electronic
excitation of the phenolate ion with a laser pulse: isomerization, ejection, protonation
of the exposed ion, and a number of amino acid motions.

20.4 Neutron and electron diffraction

According to the de Broglie relation (eqn 8.12, λ = h/p), particles have wavelengths
and may therefore undergo diffraction. Neutrons generated in a nuclear reactor and
then slowed to thermal velocities have wavelengths similar to those of X-rays and may
also be used for diffraction studies. For instance, a neutron generated in a reactor and
slowed to thermal velocities by repeated collisions with a moderator (such as graphite)
until it is travelling at about 4 km s−1 has a wavelength of about 100 pm. In practice, a
range of wavelengths occurs in a neutron beam, but a monochromatic beam can be
selected by diffraction from a crystal, such as a single crystal of germanium.

Comment 20.3

The text’s web site contains links to
databases of structures of biological
macromolecules.

Fig. 20.30 Light-induced isomerization of a
protein-bound phenolate ion in the
photoactive yellow protein of the
bacterium Ectothiorhodospira halophila.
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Слика 20.30  Светлосно-индуцирана (побуде­
на) изомеризација на протеински врзан фено­
латен јон во фотоактивниот жолт протеин на 
бактеријата Ectothiorhodospira halophila. 

Коментар 20.3

Веб-сajтот на учебникот содржи „линкови“ 
(врски) до бази на податоци за структури на 
биолошки макромолекули.
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